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1. En utilisant la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événements {[X,, =
0], [X,, = 1], [X,, = 2]}, on trouve V,41 = MV,, avec

1 1/4 0
M=({0 1/2 0
0 1/4 1

2. En échelonnant la matrice M — A3, on trouve Spec(M) = {%, 1}, et en posant

1 0 1 10
P=10 0 -2 etD=(0 1
01 1 0 0

v S o

on a bien M = PDP~ 1.

3. On montre par une rapide récurrence que pour tout entier n, M® = PD"P~1. Aprés calculs, on en
déduit que

1Lk 0
M™= [0 = 0
0 §-gr 1

4. (a) Une rapide récurrence permet de montrer que pour tout entier n, V,, = M"™V;, et donc

P(X,=0)=P(Xo=0)+ (; - 2,11“) P(Xo=1)

P(X, =1) = Qinp(xo — 1)

P(X,=2)= (; - 21+1> P(Xo=1)+P(Xo=2)

On en déduit I'espérance
E(X,) =P(X, =1) +2P(X,, =2) = P(Xy = 1) + 2P(X, = 2) = E(X)).
(b) On a
P(X,€{0,2})) =P(X,=0)+P(X,=2) > PXo=0)+P(Xo=1)+P(Xy=2)=1
car 2 €] —1,1].
5. (a) On reconnait l'espérance d’une variable suivant une loi binomiale B(2N, 5% ). La somme vaut donc

2N
7.

(b) En utilisant la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événements {[X,, =



i] |3 €[0,2N]}, on a

2N
E(Xni1) =Y jP(Xni1 =)

7=0
2N 2N

= Zj Z Pix, =i (Xny1 = J)P(Xn = 1)
=0 =0
2N

=> P(X, =1)S;
=0

2N

= iP(X, =)

i=0

=E(Xy»)
(c) Ainsi, on a pour tout n : E(X,,) = E(Xp). En moyenne, le nombre d’alléles de type A reste constant.
(a) On a

Pix, =k (Xnt1 € {0,2N}) = Pix, =) (Xny1 = 0) + Pix, =1 (Xnt1 = 2N)
oN — kN kY
= + R
(%) +(av)

1

=2
(2N)2N

(b) En utilisant la formule des probabilités totales, on a donc

2N
Unt1 =Y Ppx,—1(Xns1 € {0,2N}P(X,, = k)
k=0

— Pix,—0)(Xnt1 € {0,2NPP(X,, = 0) + Pix, —on((Xni1 € {0,2N})P(X,, = 2N)

2N-1
T Z Pix, =k (Xng1 € {0,2N})P(X,, = k)
k=1
A
> - _ 1 _
>P(X,=0)+P(X,=2N)+ 2(2N)2N kz::l P(X, = k)
Uy + 2#(1 —u )

et on retrouve le résultat demandé.
(¢) On reconnait une suite arithmético-géométrique, et la méthode usuelle donne
VneN, (up— 1)1 —a)”+1,
et on trouve donc une limite égale & 1 car |1 — o] < 1.
d) On pose a = =2, et on considere la suite (w,,) associée. Montrons par récurrence que ty, = Ws,.
(2N)
e (C’est vrai pour n = 0.

e Soit n € N, on suppose u, = w,. Alors

Un+1 Up + (1 - un)a

VoV WV WV

On a donc pour tout n : w, < u, < 1, et par théoréme d’encadrement des limités, la suite (u,)
converge vers 1.
Ainsi, au bout d’un temps tres long, tous les individus auront les mémes alléles.



7. Chaque individu est du type 1 avec probabilité p; et les individus sont indépendants entre eux. Ainsi,
N; suit une loi binomiale de parametres N et p;.

(On note qu’en général, N; — B(N,p;).)
8. On a donc E(N1> = Np1 et V(Nl) = Npl(l _pl)-

9. On peut appliquer directement le théoréme de Moivre-Laplace :

. b
lim P|ac< N Np <b| = L/ et /24t.
n—+00 VNpi(1—p1) V2 Ja

10. (a) Par symétrie de la covariance, la matrice W est symétrique réelle, donc diagonalisable par le théo-
reme spectral.

(b) On a d’une part
V(aNy + bNo) = a®V(N1) + b2V(Ny) + 2ab Cov(Ny, No),

et d’autre part

(a b)W (Z) = a®V(Ny) + b*V(Ny) + 2ab Cov(Ny, No).

On a donc bien le résultat voulu.

(¢) Soit A € Spec(W) et soit X = (7) un vecteur propre associé. On a alors

(@ b)W (Z) = || XA

On en tire alors, comme la variance est positive et || X|| # 0, la positivité de A.

(d) Si on avait une valeur propre nulle, alors en considérant (‘;) un vecteur propre associé, on aurait
V(aN1 + bNQ) =0.
La variable aN7 + bNs est donc presque slirement constante. Or cette variable peut prendre (avec
probabilité non nulle) les valeurs 0, a et b, et donc n’est pas constante.

Ainsi, les valeurs propres de W sont strictement positives.

(e) En notant A\ et u les valeurs propres de W, on a donc par théoréme spectral W = PD?P~!

avec P~1 = PT et D = (ﬁ :

0 \/ﬁ) qui est bien inversible, les valeurs propres étant strictement
positives.

11. On note que AT = PD~!, et donc
AWAT =D 'P'PD*PT'PD ! = L.
Ainsi, les variances valent 1 et la covariance 0.
12. (a) Ona Ny + No = N — N3, et donc
V(N + N3) = V(N — N3) = V(N3) = Nps(1 — ps).
(b) On en déduit

LV, + M) — V(L) — V(V2)) = ~Npips.

COV(Nl, NQ) = 5

(¢) On utilise la formule classique d’inversion d’une matrice 2 X 2 pour trouver

w1 <P2(1 -p2) b2 > .
Npi1paps P1D2 p1(1—p1)



(d) On a donc
ATA=pPD2P ' =W

On a alors

Y]
YE+Y; = (M Yz)(;)
2

_1(N1—Npy
=(N;—Np; No—N !

( 1 b1 2 PQ)W (N2 _ sz)

1 P2(1 —102) P1p2 > (Nl - NP1>

=—— (Ny—Npi No—N

Nplpzps( ! h 2 P2) < D1p2 p1(1—=p1)) \Na — Np,

_ 1 (Ny — Np1 Ny — sz)(pQ(l —p2)(N1 — Np1) + p1p2(N2 — Np2))
Npipaps p1p2(N1 — Np1) +pi1(1 —p1)(No — Npo2)

= m(pQ(l —P2>(N1 - NPI)Q —|—2p1p2(N1 — Npl)(NQ _ sz)
+p1(1 = p1) (N2 — Np2)?)
= m(]h(fh +p3)(N1 - Np1)2 + 2p1p2(N1 — Np1)(N2 _ sz)

+ p1(p2 + p3) (N2 — Np2)?)
(Nl —Npl)2 (N2 —Np2)2

= +
Npl Np2
1
N ((Ny — Np1)? +2(Ny — Np1)(Na — Npa) + (Na — Nps)?)
A Np1)? i (N2 — Np,)? n (N3 — Np3)*
Npl NPZ Np3

13. 1l est clair que Z2 est une variable positive presque stirement, donc sa fonction de répartition est nulle
sur R_. Soit donc t > 0. On a

P(Z2<t)=P(—Vt< Z < V1)

R
V2T )i

=20(Vt) -1
La fonction de répartition est donc continue (car ® tend vers 3 en 0) et de classe C' sauf peut-étre en 0.

La variable Z2 est donc & densité, et une densité est donnée par

d 1
Fpeites —P(Z2 < t) = ——e 21g- (4).
Z? Hdt( ) \/ﬁe R+()

14. On a par formule de Koenig Huygens
E(Z*) =V(Z)+E(Z)*=1.

De plus, sous réserve de convergence, on a

oo 44 2 oo 44 2
E(Z4):/ me’Tdt:Q/o e~ zdt.

Soit alors A > 0. On définit les fonctions

t3 2
u: t— etv:t— —e 2
V2T



u et v sont de classe C2 sur [0, A, et par intégration par parties,

A t4 .2 A
e_Tdt:/ w(t)v' (t)dt

A
SICORO) R MRIORON

Y
= —e
0 \/27‘(
3 3
SE(Z%) ==
— 5E(Z7) =3

Finalement, Z2? admet un moment d’ordre 2, qui vaut 3.

On a alors par formule de Kénig-Huygens

V(Z?) =E(Z*) —E(Z%)? =2.

15. La changement de variable t = xu est bien de classe C!, et on a alors

h”/%/%

qui ne dépend pas de .

16. (a) Les variables sont bien indépendantes par lemme de coalition, donc une densité de ZZ + Z2 est
donnée par le produit de convolution g de fz2 par elle-méme.
Il est clair que g est nulle sur R_. Soit alors z > 0. On a

400
o(x) = / for (= 1) [ (D)t

—o0
1

1
— [ et
0 2m t(x —t)

—_z
2

(V1)

e

2T

17. On sait que l'intégrale de g sur R converge et vaut 1. On a

+oo “+oo N
/ g(z)dx = g/ e 2dx
PN 2m Jo
¢
T

On a donc C = m, et on reconnait que g est la densité d’une loi exponentielle de parametre %

On a donc
E(Z2+2Z2)=2et V(Z2 + Z2) = 4.



