Matrices et appli

Dans tout ce chapitre, K désignera R ou C.

Rappels sur les matrices

(R Opérations sur les matrices

On appelle matrice a n lignes et p colonnes tout tableau de nombres de K de la forme

ain 412 413 - Ap
a1 a4z 4z - Ay

an1 Gn2 A3 - Adnp |

Si une matrice A est de la forme précédente, on écrira A = (aij)lgign.
NN

On note M,, ,(K) 'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K, et M, (K)
I'ensemble des matrices a n lignes et n colonnes.

On distingue quelques matrices particulieres :

e La matrice 0, est la matrice de M, ,(K) dont tous les coefficients sont 0.

Une matrice ligne est un élément de M ,,(K).

Une matrice colonne est un élément de M, 1 (K).

Une matrice carrée est un élément de M, ,,(K). |

147
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Soient A = (a;j)1<i<n et B = (bij)1<i<n deux matrices de M, ;.
1<j<p 1<j<p

On définit ’addition de A et B, notée A + B, la matrice

A+B= (611']' + hij)lgign-

1<j<p

Pour A € K, on définit le produit de A par A, noté A A la matrice

AA = (/\ﬂi]')lgl'gn.
1<j<p |

Définition 10.4

Soient A = (a;j)1<i<cm € Mmn et B = (bij)1<i<n € My, deux matrices. Alors le produit de A et
1<j<n 1<j<p

B, noté A x B ou AB, est la matrice de M, , dont le coefficient (i,]) est donné par la formule

n
(AB)U = Z Llikbk]‘.
k=1 |
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B : n lignes p colonnes

/b‘]i/_,..—.—.—» “e blp

bu bnj bnp
1 C1j C1p
7y
Cil Cij Cip
aml e amk e amn le “ee ka . e Cmp
A : mlignes n colonnes C = A x B :mlignes p colonnes

Soit A = (ajj)1<i<n une matrice de M,,,(K). On appelle transposée de A, notée AT la matrice
1<j<p
obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A :

Ty, — ... |
(A )11 = LZ],.
Matrices carrées
Définition 10.6

Soit A = (a;)1<i,j<n une matrice de M, (KK).

On dit que A est :



150 CHAPITRE 10. MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES

e diagonale si les seuls coefficients non nuls de la matrice sont sur la diagonale, i.e.

Vi,j € [1,11], iij = ajj = 0.

On note parfois A = diag(a11, 422, ..., aun)-

o triangulaire supérieure si les seuls coefficients non nuls de la matrice sont au-dessus de la
diagonale, i.e.
Vi,je[l,n], i>j=a;=0.

o triangulaire inférieure si les seuls coefficients non nuls de la matrice sont au-dessous de la
diagonale, i.e.
Vl,] € [1,1’1], i< ] = ajj = 0.

On appelle matrice identité d’ordre n la matrice diagonale notée I, € M, (K) dont les coefficients
diagonaux sont tous égauxa1:

1 0 O 0
0 1 0 0
I, = diag(1,1,...,1) =
0
0 0 1 |

Soit A = (a;)1<i j<n une matrice de M, (K). On dit que A est

e symétrique si AT = A, ie.
Vi, j, aij = aj.
j = 4ji

e antisymétrique si AT = — A4, i
Vi,j, al']' = —Ll]'i.

taille n.

Soit A € M,,(K). On dit que la matrice A est inversible il existe B € M,,(K) telle que

On note S, (K) (resp. A, (K)) I'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétrique) de |

AB == In et BA - In.
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Onnote alors B = A~ L

On note GL, (K) I'ensemble des matrices inversibles de M,,(K). |

Proposition 10.9

Soit A € M,,(K). Alors sont équivalents :

(i) A estinversible

(i) il existe B € M, (K) telle que AB = I,

(iii) il existe B € M, (K) telle que BA = I, |

On considere le systéeme linéaire

,

apnxy + apxz + 0+ oapxy, = b
anxy + apxy + - 4+ apxy, = b
X1+ Xz + 0+ dgpXpy = by
Alors la matrice
a1 a4z - A
ap1 4axp -+ Adyp
A=
a1 k2 Akp
A1 G2 - Adnp

est appelée matrice du systéme. Les matrices

X1 bl
X2 b2
X = et B=| |
Xp by

sont appelées respectivement matrice des inconnues et matrice du second membre.

Le systeme est alors équivalent a I'équation matricielle AX = B.

_

Ceci permet de définir la notion de rang d’une matrice :
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Définition 10.11

Soit A € M, ,(R). On appelle rang de A, noté rg(A), le rang du systeme linéaire associé a A.

Théoréme 10.12

Soit une matrice carrée A € M,,(K), et soit B € M, 1(K). Alors I'équation matricielle AX = B
(et donc le systéme associé) a une unique solution si et seulement si la matrice A est inversible.

Dans ce cas, cette unique solution est X = A-1B.

En pratique, résoudre un systéme avec cette méthode est tres difficile, puisqu'’il est difficile de trou-
ver l'inverse d"une matrice en général. On utilisera plutot 'autre sens, avec le théoreme :

Théoréme 10.13

taires sur les lignes.

Toute matrice inversible peut se transformer en la matrice identité a I'aide d’opérations élémen- |

Applications linéaires

Dans cette section, on va étendre la notion d’application linéaire vue 1’an dernier dans le cadre des
espaces vectoriels K".

On se fixe des espaces vectoriels E, F et G.

oMl Définitions et premiéres propriétés

Définition 10.14

Soit f : E — F. On dit que f est une application linéaire (ou morphisme d’espaces vectoriels) si

e Vu,v€E, flu+v)=f(u)+ f(v)
e VuecE VAeK, f(Au) =Af(u).

Onnote L(E,F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F. |

NoTa: Plutot que de démontrer les deux points, on peut les rassembler en un seul et montrer

Vu,v € E, VA €K, f(u+ Av) = f(u) + Af(v).
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EXEMPLES (FONDAMENTAUX) : e L'application nulle définie par x € E — 0 est une application
linéaire.

e L’identité de E dans E est une application linéaire.

o Les homothéties vectorielles de E dans E définies par x € E — ax, « € K fixé sont des
applications linéaires.

o Les projections canoniques 7; : (x1,...,%,) € E — x; sont des applications linéaires de E
dans K.

EXEMPLES : e L’application ]RI[DX] : ]II){,[X] est une application linéaire.

e Pour toute matrice A € M, (K), I'application MKSK) : %ﬁ(][() est une applica-

tion linéaire.

Proposition 10.15

Soit f € L(E, F). Alors

e f(0)=0

e Pourtousuy,...,u; € EettousAy,..., Ay €K, ona

i 9
f (Z /\kuk> = Z )\kf(uk).
k=1 k=1 |
Démonstration. Pour le premier point, il suffit de choisir x € E, et d’écrire
f0) = flx+ (=1)x) = f(x) + (=1)f(x) = 0.

Pour le second point, une récurrence immédiate permet de montrer que pour tous vecteurs
u, ..., ug € E, f(Luy) =Y f(uy), puis d"utiliser la définition d’application linéaire. O

Dans quelques cas particuliers, on donne des noms particuliers aux applications linéaires.

Définition 10.16

Une application linéaire de E dans E s’appelle un endomorphisme ; on note L(E) I'ensemble des
endomorphismes de E.

Une application linéaire de E dans F qui est bijective s’appelle un isomorphisme ; on note
GL(E, F) I'ensemble des isomorphismes de E dans F.

morphismes de E.

Un endomorphisme bijectif s’appelle un automorphisme ; on note GL(E) I'ensemble des auto- |
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Maintenant, on va voir que I'ensemble L(E, F) est lui-méme un espace vectoriel.

Proposition 10.17

Soient f,g € L(E,F)etA € K. Alors :

e f+g€ L(EF)
e Af € L(E,F)

_

Il est méme stable par composition :

Proposition 10.18

Soient f € L(E,F)etg € L(F,G). Alors go f € L(E,G).

De plus, si f est un isomorphisme, alors f = € L(F,E).

_

Dans le cas d’automorphismes, on est aussi stable par inverse

Proposition 10.19

Si f et ¢ sont des automorphismes de E, alors g o f et f ! sont des automorphismes de E.

Définition 10.20

Soit f € £(E) un endomorphisme de E. On appelle composée k fois de f, notée f¥, I'application
linéaire définie par

fi=fo-rof
———

k fois
avec la convention f0 = id. |

-1 Noyau et image d'une application linéaire

Définition 10.21

Soit f € L(E,F).

e On appelle noyau de f le sous-ensemble de E défini par

ker(f) = {u € E| f(u) = 0}.
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e On appelle image de f le sous-ensemble de F défini par

Im(f)={veF|3u€ckE, f(u)=v}={f(u)|ueckE} |

NoTa: En terme d’application, ker(f) est I'image réciproque de {0} par f, et Im(f) est 'image
directe de E par f.

Proposition 10.22

Pour f € L(E, F), ker(f) est un sous-espace vectoriel de E, et Im(f) un sous-espace vectoriel de |
F.

Méthode

Pour trouver une base de ker(f) :

e on prend un u € E quelconque

e on écrit le systéme f(u) = 0, qu’on échelonne

e on trouve une écriture vectorielle de ker( f), puis une base
Pour trouver une base de Im(f) :

e on prend v € F quelconque

e on écrit le systéme f(u) = v d'inconnue u, qu'on échelonne

e on cherche a quelles conditions le systéme admet une solution

e on trouve une écriture vectorielle de Im( f), puis une base

Le noyau et I'image vont nous servir pour caractériser l'injectivité et la surjectivité (donc la bijecti-
vité) d"une application linéaire.

Théoréme 10.23

Soit f € L(E,F). Alors

e f estinjective si et seulement si ker(f) = {0}.

e f estsurjective si et seulement si Im(f) = F. |

Nl Applications linéaires en dimension finie

On suppose maintenant que E et F sont deux espaces de dimensions finies, respectivement 7 et p.
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On peut alors facilement définir une application linéaire

Proposition 10.24

Soit B = (e, ..., e,) une base de E. Soit (fi, ..., f) une famille de vecteurs de F.

Alors il existe une unique application linéaire u : E — F telle que

Vi € [1,n], u(e;) = fi _l

ExempLE: On définit une application linéaire ¢: Ry[X]| — Ry [X] par

p(1) =0, p(X) =1, p(X?) = 2X.

Alors cette application linéaire est bien définie : on a alors pour tout P € R;[X], ¢(P) = P'.

On peut donc définir entiérement une application linéaire en donnant simplement I'image des vec-
teurs d’une base de départ. En particulier, la famille f(B) = (f(e1),..., f(ex)) est toujours une
famille génératrice de Im(f).

Ainsi, Im( f) est toujours de dimension finie, et on définit

Définition 10.25
Soit u € L(E, F). On appelle rang de u la dimension de Im(u).

I ExempLE: Pour l'exemple précédent, on a donc rg(¢) = 2.

Nota: D’apres la remarque précédente, le rang d"une application linéaire est toujours inférieure
a la dimension de l'espace de départ.

On peut alors caractériser l'injectivité et la surjectivité d"une application

Théoréme 10.26

Soit u € L(E, F).Soit B = (e, ..., e,) une base de E. On pose f(B) = (u(e1), ..., u(e,)). Alors

e uinjective sietseulementsi f(B) est une famille libre dans F, sietseulementsirg(u) = n;

o u est surjective si et seulement si f(B) est une famille génératrice de F, si et seulement si
rg(u) = p;

o 1 est bijective si et seulement si f(13) est une base de F, si et seulement sirg(u) =n = p. |
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En particulier, si E et F ont méme dimension, on a

u injective < u surjective < u bijective.

On a alors une relation fondamentale entre certaines dimensions

Soitu € L(E, F). Alors
rg(u) + dimker(u) = dim E. |

Nl Applications linéaires et matrices

Dans cette partie, on fixe £ = (ey,...,e,) et F = (fi,..., f,) des bases respectivement de E et F.

Définition 10.28

Soit f une application linéaire de E dans F. On appelle matrice de f dans les bases £ et F la matrice
de My, (K), notée mate 7(f) définie de la facon suivante : la j-ieme colonne de la matrice est
la matrice colonne des coordonnées de ¢; dans la base 7.

Base de départ £

fler)f(ea)  flex)  flen)
L] l l

oy}
ay aip v A v A\ — fi %
Ayt A - Ay v A | < fo o
o
2.
. . . . %\
apl apZ apk apn <_fP g

Si f est un endomorphisme, et qu’on regarde sa matrice dans la méme base B au départ et a
l’arrivée, on notera matp(f).

Si aucune base n’est précisée, on parle implicitement des bases canoniques de E et F. |

ExempLE : La matrice de ’exemple précédent dans la base canonique de R»[X] est donc

o O O

1
0
0

o N O

car (1) =0x1+0x X+0x X% p(X) =1x1+0xX+0x X?et(X?) =0x1+2x X+
0 x X2.
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Définition 10.29

Soit A € M, ,(K). On appelle application linéaire de E dans F canoniquement associée a A 1’appli-
cation linéaire définie par
fr E — F
X — AX

ol on identifie vecteur de E et matrice colonne.

_

On définit de la méme fagon les matrices de vecteurs dans des bases.

Définition 10.30

Soit x € E. On appelle matrice de x dans la base £, notée mat(x) la matrice colonne des coor-
données de x dans la base €.

On peut alors facilement calculer I'image d'un vecteur par une application linéaire, matriciellement.

Proposition 10.31

Soit f € L(E,F), etsoit x € E. Alors

_

matz(f(x)) = matg #(f) matg(x).

ExempLe: Calculons la dérivée du polyndome P = 1 — X + 2X2. On a donc
mat(P’) = mat(¢(P))
= mat(¢) mat(P)
0 1
2
0

Onadonc ¢(P) = —1+4X.

Les passages aux matrices se comportent bien vis-a-vis des opérations sur les applications linéaires.

Proposition 10.32

Soit G une base de G. Alors
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o sif,g€ L(E F)etA, u €K, alors
mate (A f 4+ ug) = Amate #(f) + pmate ().
e sife L(EF)etge L(FG),alors

matg (g o f) = matr g(g) mate, 7(f)

e sif € L(E)etn € N, alors
mate (f") = matg (f)". |

Proposition 10.33

Soit f € L(E,F). Alors f est un isomorphisme si et seulement si la matrice matg (f) est inver-
sible et dans ce cas

mate 7(f) " = matze(f ).

En particulier, un endomorphisme de E est un automorphisme si et seulement si sa matrice |

dans deux bases de E est inversible.

Les différentes notions de rang qu’on a vues sont compatibles :

Proposition 10.34

Soit f € L(E, F), et soit A la matrice de f dans n’importes quelles bases.

On a alors rg(f) = rg(A). |

8 Changements de bases

On verra dans un prochain chapitre qu’il peut étre tres pratique de choisir de bonnes bases pour
écrire nos matrices d’endomorphismes (dans le meilleur cas, des bases ot la matrice est diagonale).

I est donc important de savoir passer d’'une matrice d"'un endomorphisme dans une base a une
matrice dans une autre base. Commencons "a la main".

Exercice: Soit f € L£(IR?) définie dans la base canonique B. par

f(x,y) = (x4 3y,2x + 2y).

1. Ecrire la matrice de f dans la base canonique.
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2. Montrer que B = ((1,—1), (2,3)) est une base de R.

3. Fcrire la matrice de f dans la base B.

Il serait alors plus facile de connaitre des "formules" pour pouvoir changer de bases.

Définition 10.35

Soient B = (ey,...,e,) et B' = (e}, ..., e,) deux bases de E.

On appelle matrice de passage de B a B’ la matrice notée Pg i la matrice dont les colonnes sont
les coefficients des vecteurs de ' dans la base B.

Plus précisément, si pour tout j, e;. = pyje1+ ...+ py,jen, alors

Pir P12 o P ot P
P21 P22 0 P2t P2

Pni Pn2 - Pnj - Pun |

I Exercice : Ecrire la matrice de passage correspondant a ’exercice précédent.

Pgp =

On a alors la formule de changement de bases pour les matrices et les vecteurs :

Proposition 10.36

Soient B et B’ deux bases de E.

e P estinversible, d’inverse Pp .
e Changement de bases :

(i) Six € E, alors
matg(x) = Pg matg (x).

(ii) Sif € L(E),
matp (f) = P p matp Pg}g/ |

Nota: On pourra retenir les formules (avec notations évidentes) :
X =PX'etM=PM'P.
Nota: Un moyen mnémotechnique pour retenir ces formules est de les lire de droite a gauche :

matp(x) = Pg g matp (x).
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On part de la base B3/, puis par la matrice de passage, on repasse a la base B.

matB(f) = PB,B’ matp (f)PB’,B'

On part de la base B, puis on passe a la base B’; on regarde la matrice dans 53’, puis on repasse a
B.

Exercice : Calculer I'inverse de la matrice de passage de l'exercice précédent, et en déduire la
matrice de f dans la base B.

Comme vul’an dernier, changer de base permet donc de simplifier les matrices, et donc de simplifier
les calculs d’inverse, de puissances, etc.

Définition 10.37

On dit que deux matrices A et B de M,,(K) sont semblables s'il existe P € GL,(K) telle que |
B =P lAP.

D’apres ce qu’on vient de voir, les matrices dans deux bases différentes d’'une méme application
linéaire sont donc semblables.

I ExempLE : La seule matrice semblable a I, est I, . En effet, soit A semblable a I,. On a alors
A = Pillnp = In.

Proposition 10.38

La relation de similitude est :

o réflexive: A est semblablea A
e symétrique : si A et B sont semblables, B et A aussi
e transitive : si A et B sont semblables, et B et C sont semblables, alors A et C sont sem-
blables _l
Démonstration. e Ona A=I1AI,.
e Ona,siB=P 'AP, A=PBP~!' = (P 1)~1Bp~1.

e Ona,siB=P1APetC=Q !BQ, C=Q 'P1APQ = (PQ) 'A(PQ).

La réciproque de la remarque précédente est vraie :
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Proposition 10.39

Deux matrices sont semblables si et seulement si elles sont les matrices dans deux bases du
méme endomorphisme.

En particulier, deux matrices semblables ont méme rang. |

Démonstration. On a déja vu, avec les formules de changement de bases, que deux matrices
d’un méme endomorphisme sont semblables.

Réciproquement, soit A et B deux matrices semblables, B = P~1AP. Alors, comme P est inver-
sible, les colonnes de P forment une base de E, et donc P peut étre vue comme une matrice de
passage.

On sait de plus que le rang d’une matrice est égal au rang de 'application linéaire qu’elle
représente, quelque soit le choix de la base. Changer de base ne change donc pas le rang. [
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NN+l Exercices

Exercice 1
1 0 2

Soit A= |0 —1 1|.Calculer A3 eten déduire que A est inversible, et déterminer son inverse.
1 -2 0

Ona

5 0 2
AA=10 3 1| =A+4L.
1 —2 4

Onadonc ;A(A? — I;) = I3, et donc A est bien inversible d’inverse

2 —4 2
1 1
A‘lzi(Az—Ig)zi 1 -2 —1].
1 2 -1

Exercice 2

On consideére la matrice

2 =21
N=]2 -3 2
-1 2 0

1. Calculer N?, puis donner une relation entre N2, N et I3. N est-elle inversible? Si oui, donner
son inverse.

2. Montrer qu’il existe deux suites (u,) et (v,) telles que

Vne N, N* =u,N+v,I;.

3. Donner une expression explicite de (u,) et (vy,), puis de N".

Exercice 3

Déterminer le rang de la matrice selon les valeurs de A
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On échelonne la matrice pour trouver son rang :

4—-A 4 —4 1 7 -5-A
-1 5-A -3 -1 5-A -3
1 7 —5-A —A 4 —4

4
1 7 —5-A
=(0 12—-A —8—A
0 7A—24 —A2—A+16
1 7 —5—A
=0 12—2 —-8—-A
0 5A —A2-3A
1 7 —5—A
=10 12— A —-8—-A si A #12; sinon rang 3
0 5A(A—12) —A(—=A%+9A+36)
1 7 —5—A
=(0 12—-A —8—A
0 0  —A(=A2+41-4)

Finalement :

e siA =0ouA =2, lamatrice est de rang 2

e sinon, la matrice est de rang 3.

Exercice 4

Donner les matrices des applications linéaires suivantes dans les bases indiquées :

(x,y) = (x +y,x+2y,x + 3y), base de départ B = ((1,1),(1,2)) et base d’arrivée C =

1. f
((1,0,1),(1,1,1),(1,1,0))
4

2. f(x,y,z) = (2x —y + z,3x + 2y — 3z), base de départ B = ((0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)) et base
arrivée € = ((1,3), (1,-1)).

3. f(x,y,z) = (—x+y,x—y,—x+2z, —y+z), base de départ B = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) et
base d’arrivée C = ((1,0,0,0), (0,1,0,0),(-1,1,-1,0),(1,-1,0, —1).

1. Ona f((1,1)) = (2,3,4). On cherche donc les coefficients de ce vecteur dans la base d’arrivée. Soient
alors x,y,z € R tels que (2,3,4) = x(1,0,1) +y(1,1,1) +2(1,1,0); on a alors le systétme

X+y+z=2
y+z=3
x+y=4

qui a pour solution x = —1, y = 5 et z = —2. Finalement,

(2,3,4) = —1(1,0,1) +5(1,1,1) — 2(1,1,0).
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On a de la méme facon f((1,2)) = (3,5,7) = —2(1,0,1) +9(1,1,1) — 4(1,1,0).

Finalement, on a la matrice
-1 -2
matpg ¢ (f) = ( 5 9 ) .
-2 -4

f((0,1,1)) = (0,-1)

_ 11y, (11
o 2’2 27 2

f((1,0,1)) = (3,0)

11 1 1
—3<z'z>+3(z'2>

f((1,1,0)) = (1,5)

2. On trouve

D’ot1 la matrice

3. On trouve

f((1,0,0)) = (-1,1,-1,0)

=0(1,0,0,0) 4+ 0(0,1,0,0) + 1(—1,1,—1,0) + 0(1,—1,0, —1)
£((0,1,0)) = (1,-1,0,—-1)

=0(1,0,0,0) 4+ 0(0,1,0,0) +0(—1,1,~1,0) + 1(1,—1,0, —1)

£((0,0,1)) = (0,0,1,1)
=0(1,0,0,0) +0(0,1,0,0) — 1(—1,1,—1,0) — 1(1,—1,0, —1)

D’ot1 la matrice

0 0 O

00 O
matse(f) =, o 4

01 -1

Exercice 5
Soit ¢ I'endomorphisme de R,,[X] défini par ¢(P) = P(X +1).

Donner la matrice de ¢ dans la base canonique, puis montrer qu’elle est inversible. Donner son

inverse.

On a pour tout k € [0, n]

p(X) = (X+1)f =Y (';) X,

i=0
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et on en déduit la matrice de ¢

1 1 1 1 1
01 () ¢ ()
00 (3 6 (%)
00 0 0 - (N

Cette matrice est donc triangulaire supérieure, avec des coefficients non nuls sur la diagonale : elle est inver-
sible.

Pour trouver l'inverse, il suffit de noter que ¢~': P — P(X — 1), et on en déduit sa matrice

1 -1 1 -1 (—1)"
o1 -3 (1))
00 (3 -G - (=12
0 0 0 0 (;ﬁ)

Exercice 6

Dans l'espace vectoriel E = C*(IR), on définit ¢ par ¢(f) = f'.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
2. Calculer le noyau et I'image de ¢.

3. @ est-elle injective? surjective ? bijective ?

1. 1l suffit de le vérifier.

2. Le noyau de ¢ est ’ensemble des fonctions constantes. Son image est E.

3. ¢ est donc surjective, mais pas bijective.

Exercice 7

Soit
3 1 -3
A=1]1-11 1
1 1 -1

On note B = (e1, €2, 3) la base canonique de IR®. Soit f I’endomorphisme de IR? dont la matrice dans
Best A.Onposee; = (1,1,1),e2 = (1,—1,0),e3 = (1,0,1) et B’ = (&1, €2, €3).

1. Montrer que B’ constitue une base de IR>.

2. Ecrire la matrice de f dans cette base.
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3. Déterminer une base de ker f et de Imf.

Exercice 8

Soit ¢ I'application de Ry[X] dans R[X] définie par ¢(P) = (X? — 1)P' — 2XP.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R»[X].
2. Donner la matrice A de ¢ dans la base canonique B, de R>[X].

3. Montrer que B = (P;, P,, P;) définie par P, = (X +1)%, P, = X> —let P; = (X — 1)? est une
base de Ry[X]. Donner la matrice de passage de B, a B.

4. Donner la matrice de ¢ dans la base 5.

5. Donner la matrice de ¢" dans la base B, puis dans la base canonique.

1. Commengons par vérifier que I'image de ¢ est bien incluse dans R,[X]. Soit alors P = aX? +bX +c €
Ry[X]. On a alors
@(P) = —bX>* —2(a+c)X —b € Ry[X].
Il suffit ensuite de vérifier la linéarité, qui est triviale par linéarité du produit et de la dérivation.

2. On calcule

p(1) = —2X
p(X) = —X* -1
p(X?) = -2

On a donc

3. On regarde la matrice des colonnes

qui est une matrice inversible, d'inverse

On a donc
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4. On a alors par changement de base

-2 00
matg(¢) = Pg p, matp (¢)Pg,5=| 0 0 0
0 0 2
5. On a donc directement
(=2)" 0 0
matg(¢") = 0 0 0 ,
0 0 2"
puis par formule de changement de base
matp, (¢) = Pp, 5 matz(¢")Pp, 5,
L e (~2)" 2 (—2)" 427
— 1 _(_2)n+l _ 2n+1 _(_2)n+l + 2n+l _(_2)n+l _ 2n+l
(_2)11 _|_2n (_2)71 _2n (_2)?1 +2n
Exercice g
R — R
Soitf: , { xIn(|x[) six=0
0 six =20

L'objectif de cet exercice est de déterminer une primitive de f.
On note E 'espace vectoriel des applications continues de R dans R; u la fonction constante égale
a1sur R et v la fonction identité sur R.

1. Montrer que F = Vect(u, v, f) est un sous-espace vectoriel de E, et démontrer que (1,7, f) en

est une base.

2. Démontrer que, pour tout élément g de F, la fonction vg est dérivable sur R.

On note alors ® I'application définie sur F par
Vg € F, (g) = (vg)"

3. Justifier que ® est un endomorphisme de F, et donner sa matrice A dans la base (u, v, f).

4. Déterminer A~! et en déduire une primitive de f.

Todo

Exercice 10
Soient a4, a; et as trois réels distincts.

Soit A la matrice définie par :
1 m a%
1 a a5

2
1 a3 a3
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Pour tout i € [1,3], on pose :

3 3 3
si=)_aj, pi=][ajetdi =[](ai - a)).
j=i j#i j#i

1. Ecrire une fonction Python qui prend en argument une liste contenant les valeurs de a;, a, et
a3 et renvoie la matrice A, sous forme de liste de listes.

2. Ecrire une fonction Python qui prend en argument un entier i et une liste contenant les valeurs
de a1, a; et a3, et renvoie une liste contenant les valeurs de s;, p; et d;.

3. Soit ¢ I'application définie par :
VP € Ro[X], p(P) = (P(ar), P(az), P(as)).

a) Démontrer que ¢ est une application linéaire de Ry[X] dans R®.

b) On note B = (1, X, X?) la base canonique R[X], et B’ = (ey, €2, e3) la base canonique de
R3.
Déterminer la matrice représentative de ¢ dans les bases B et B'.

c) Déterminer le noyau de ¢ et en déduire que ¢ admet une réciproque, notée ¢!

1
d;

=
];t

3
4. Pour tout entier i € [1,3], on pose: L;(X) = 7 [T(X —a;).

—_

a) Démontrer que : Vi € [1,3], L; = ¢~ !(e;).

b) A l'aide des questions précédentes, démontrer que la matrice A est inversible, et déter-
miner A~ L.

(On exprimera les coefficients de A~! en fonction des réels s;, p; et d;.)

c) Ecrire une fonction Python qui prend en argument une liste contenant les valeurs de a;,
a et a3 et renvoie la matrice A1, sous forme de liste de listes. Appliquer cette fonction
aveca; = 2,ay = 3etaz = 4.

1.

2. On propose le code :

def A(Ll):
[al,a2,a3] = 1
return [[1,al,a1*%2],[1,a2,a2%%2],[1,a3,a3**2]]

def spd(i,1):
[a1,a2,a3]=1
if i==1:
return (a2+a3,a2xa3, al-a2+al-a3)
elif i==2:
return (al+a3,al+al3,a2-al+a2-a3)
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b)

Q)

else:
return (al+a2,alxa2,al-a2+al-a3)

Soient P,Q € Ry[X] et A € R. Alors pour tout x € R,ona P+ AQ)(x) = P(x) + AQ(x), et donc
on a bien la linéarité de ¢.

On a alors
¢(1) = (1,1,1), ¢(X) = (a1,a2,a3) et 9(X) = (af, a3,a3),
et donc matg g ¢ = A.

Si P € ker(¢), alors P est de degré au plus 2, et possede au moins 3 racines. Donc P = 0.
Finalement, ker(¢p) = {0}, et donc ¢ est injective. Comme dimR;[X] = dimR?, on a bien la
bijectivité de ¢.

Soit donci € [1, 3].

On note alors que L;(a;) = 1, alors que £;(a;) = 0sii # j.

Ainsi, ona ¢(L;) = e;, et donc l'égalité voulue.

A représente un isomorphisme, et donc est inversible, avec A~! = matg, g7 1).

On note alors que pour tout i,

1 5 pi
Li==X?>—- 21X+
bd d; * d;
On a alors
P1 P2 p3
1 § %
-1_ | _s1 _s _5s3
AT = 1 dy d3

11 suffit d’appliquer le résultat précédent

def invA(l):
[al,a2,a3]=1
s1,p1,d1 = spd(1,1)
s2,p2,d2 = spd(2,1)
s3,p3,d3 spd(3,1)
return [[p1/d1,p2/d2,p3/d3],[-s1/d1,-s2/d2,-s3/d3],[1/d1,1/d2,1/d3]]



