Rappels d’analyse

Dans ce chapitre, on rappelle les principaux résultats d’analyse vus en premiere année.

Limites et continuité

Commencons par rappeler les différentes définitions de limite :

Définition 2.1

Soit f : X — R une fonction, et soient 2 au voisinage de X et £ € RU {—o0, +co}. On dit alors
que f(x) tend vers ¢ quand x tend vers a si

‘ Valeur de / € R
lim f(x) = ¢
e R +o0 —0o0
Ve >0, dy >0, VM >0, 3y >0, VM <0, 3y >0,
" aeR \Yyela—ya+ynX, |Vxela—na+ynX, |Vxela—ya+yNnX,
w
_§ [f(x) =€ <e f(x) > M fx) <M
~
3 Ve >0, IN € R, VM >0, 3N € R, VM <0, 3N €R,
| e
Vx> N, |f(x) =4 <e| Vx>N, f(x) >M Vx> N, f(x) <M
Ve >0, AN € R, VM >0, N € R, VM <0, N € R,
—00
Vx <N, |f(x)—¢| <e| Vx<N, f(x)>M Vx <N, f(x) <M |

On rappelle alors que si une fonction admet une limite en un point, alors cette limite est unique.

En général, pour montrer 1'existence d’une limite, on utilisera soit des limites usuelles, soit des
opérations sur les limites usuelles, soit des théorémes de plus haut niveau.
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Proposition 2.2 — Limites usuelles

Pour tous «, B > 0, on a les limites suivantes :

eax

— o Myf——
xﬁ X—r+00 X——00

[
. In(x) — o In(x)*xf — |
xB x—teo X0

On ajoutera a ces limites usuelles tous les équivalents de fonctions usuels, qu’on reverra dans la
section Développements limités.

Enfin, pour prouver 'existence d"une limite, on peut utiliser les théorémes suivants :

Théoréme 2.3 — de majoration ou minoration

Soita € R, et soient f et ¢ deux fonctions définies au voisinage de a. Alors :

e Sif(x) < g(x)auvoisinage de a, et que chlir}lf(x) = +o0, alors
, et

e Sif(x) < g(x)auvoisinage de a, et que liing(x) = —oo0, alors
X—a

, et . |
Théoréme 2.4 — d’encadrement des limites

Soient a € Ret ¢ € R. Soient f, ¢, h définies au voisinage de a. On suppose que

lim f(x) = (et chlgr}lh(x) = /.

X—a

Alors si pour tout x au voisinage de g, f(x) < g(x) < h(x), alors |

Pour les fonctions monotones, 1’existence de limites a gauche et a droite est automatique :

Théoréme 2.5 — de la limite monotone

Soit Ja, B[ un intervalle non vide de R (&, 8 € R). Soit f : |a, B|— R une fonction croissante.
Alors :
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_

Le cas des fonctions décroissantes est analogue.

Continuité d’une fondtion réelle

Définition 2.6

Soient f : X — R une fonction et 2 € X. On dit que f est continue en a si f admet une limite en
a (qui ne peut étre que f(a)), i.e.

_

On dit qu'une fonction est continue sur un ensemble X si

On peut alors parfois étendre I’ensemble de définition d"une fonction par continuité :

Proposition-Définition 2.7

Soit f : I\{a} — R une fonction continue sur un intervalle I privé d’un point. On dit que f est
prolongeable par continuité en a sil'une des conditions équivalentes est vérifiée :

Dans ce cas, la fonction f vérifie nécessairement

_

Pour les fonctions continues, on peut alors utiliser les théoremes fondamentaux suivants :

Théoréme 2.8 — des valeurs intermédiaires

Soit f : I — R une fonction continue. Soit k € R. S'il existe a,b € I tels que f(a) < ket f
alors

(b) >k,

E

Corollaire 2.9 — Image d’un intervalle par une fon&ion continue

Soit f € C°(I), ot1 I estun intervalle non trivial de R. Alors

_
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Théoréme 2.10

Soit f une fonction continue sur un segment. Alors

_

En particulier, I'image d"un segment par une fonction continue est un segment.

Théoréme 2.11 — de la bije&ion

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R, strictement monotone, et ] = f(I). Alors
,et

_

I NoTa : On note qu’une certaine forme de réciproque a ce théoréme est vraie : toute injection
continue sur un intervalle de R est monotone.

Corollaire 2.12

Soit f € C°(I) (I intervalle) une fonction strictement monotone. Soient a, b € I. Alors pour tout
k entre f(a) et f(b), ’équation f(x) = k admet une unique solution. |

Dérivation

Définition 2.13

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, et soita € I.

On dit que f est dérivable en a si le taux d’accroissement

admet une limite réelle quand x — a, x = a.

Dans ce cas, cette limite s’appelle

On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en chaque point de I. On note alors f' : a —
f'(a), appelée dérivée de f. |

On a alors les deux théorémes suivants :

Théoréme 2.14 — de Rolle
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Soient a < b deux réels, et f une fonction continue sur [, b] et dérivable sur |a, b].

Si f(a) = f(b), alors

||

Théoréme 2.15 — des accroissements finis

Soient a < b deux réels, et f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b].

Alors

_

-l Développements limités

On rappelle la définition de la négligeabilité d"une fonction :

Soient f et ¢ définie sur un intervalle I, et soit a au voisinage de I, ¢ ne s’annulant pas au
voisinage de a. On dit que f est négligeable devant g si

On note alors f = (t'_z)(g) ou f(x) :xggg(x)). |

On peut alors utiliser le résultat suivant pour la continuité et la dérivabilité d"une fonction :

Proposition 2.17

Soit f une fonction définie sur I. Soit a € I. Alors
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e f est continue en 4 si et seulement si

e f est dérivable en a si et seulement s’il existe A € R tel que

Dans ce cas, A = f'(a). |

Pour les ordres supérieurs, seul I'implication directe est vraie, et on peut utiliser la formule de
Taylor-Young :

Théoréme 2.18 — Formule de Taylor-Young

Soit f une fonction de classe C” sur un intervalle I contenant 0.

Alors f admet un développement limité a I’'ordre n en 0, donné par

flx) = |

I1 faut alors connaitre les développements limités usuels suivants :

In(1—x) =
sin(x) =
cos(x) =

arctan(x) =

On pourra utiliser des développements limités pour calculer des limites, ou pour étudier des fonc-
tions au voisinage de l'infini, avec les définitions suivantes :
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Soit f une fonction définie au voisinage de oo, de courbe Cy.

e silime f = £ € R, on dit que Cy admet une asymptote horizontale y = /
e silim f = Fo0, alors

- silimy_e @ = +oo, on dit que Cy admet une branche parabolique de direction I’axe
des ordonnées
- silimy 0 @ = 0, on dit que Cy admet une branche parabolique de direction 'axe

des abscisses

— silimye { =g e R*
* i limy e f(x) — ax = +oo, on dit que Cy admet une branche parabolique de
direction la droite d’équation y = ax

* silimy o0 f(x) —ax = b € R, on dit que Cy admet une asymptote d’équation
y=ax+b |
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Exercices

Exercice 1

Calculer les limites suivantes :

a) %' x — +00 b) In(sin(x)) — In(x), x — 0
Q) 7111(1:&)’ X — 400 d) 7;:\/T%, X — o0
Exercice 2

1. Déterminer lim %
X—00

2. Soit (u,) une suite qui tend vers +oo. Donner un équivalent de |uy,|.

3. Soit a > 0 tel que pour tout n € IN*,
la|nal| — |na] =n—1.

Déterminer a.

Exercice 3
Donner un équivalent de e"(*) — ¢s"(¥) au voisinage de x = 0.

Donner un équivalent de 2°°5(¥) — ¢? au voisinage de x = 0.

Exercice 4
Pour tout A € R on considére
f R — R
A s x+A
X x24+1

1. Montrer que les tangentes en 0 des fonctions f, sont paralleles.

2. Montrer que les tangentes en 1 sont concourantes.

Exercice 5
Soit P
o1t 11 © y X x2+1
x—1

1. Déterminer D;,. Donner un D.L. a I'ordre 2 en 0 de h.

2. En déduire 1'équation de la tangente Ty a C; en 0 et étudier la position relative de Ty et C; au

voisinage de 0.
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3. Montrer qu’au voisinage de +co on a

3 1
h(x)—x—i-l‘f’zxtgix)

4. Montrer que h admet une asymptote oblique A en +oo. Préciser I'équation de A et la position
relative de Cj, et A au voisinage de +-oo.

5. Tracer l'allure de C; au voisinage de 0 puis au voisinage de +co

Exercice 6

Calculer

puis donner un équivalent de

quand x — oo.

Exercice 7

Calculer la limite quand x — a de
xn+1 _ 0(n+1

xﬂ_lxi’l

Exercice 8

Donner un équivalent de * (H‘f) au voisinage de x = 0.

Exercice g

Soit f : [0,1] — [0, 1] telle qu'il existe k €]0, 1] tel que
Vx,y, |f(x) = fF(y)] < kfx—yl.

1. Montrer que f est continue, et qu’elle admet un unique point fixe ¢ dans [0, 1].
2. Soit (¢, ) définie par co € [0,1] et Vn, cp1 = f(cn).

a) Montrer que la suite est bien définie.

b) Montrer que pour tout n

¢) En déduire la limite de (c,).

d) Ecrire une fonction Python prenant en paramétre une telle fonction f, et donnant une
valeur approchée de son point fixe.
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Exercice 10 Fon&tion W de Lambert
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xe*.
1. Donner le tableau de variations complet de f (variations, limites), puis tracer la courbe repré-
sentative de f (on fera apparaitre la tangente a la courbe en 0).
2. Montrer que f induit une bijection & de [—1, +-oo[ dans un intervalle a préciser.

3. Soit W la fonction réciproque de . Montrer que W est dériable sur | —e~!, +-00], et que pour
toutx 0,
W(x)
Wi(x)=———"2—.
(x) x(1+W(x))

Exercice 11

Soit f : x € R — xe*’.
1. Montrer que f est de classe C* sur R.
2. Déterminer un développement limité a 'ordre 5en 0 de f.
3. Montrer que f est bijective de R sur R.

4. On admet que f~! est C*. Montrer que f~! admet un développement limité, qu’on détermi-
nera.

Exercice 12
R* — R

Soit h : x  —s exp(—%)

1. Montrer que h est prolongeable par continuité en 0. La fonction prolongée sera encore notée /.
2. Montrer que h est de classe C* sur R*. Exprimer h’(x) pour x = 0.
3. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que

P”(x>h

Vx € R, h(x) = B (x)

4. Montrer par récurrence que h est infiniment dérivable en 0 et que, pour tout entier n € N,
1" (0) = 0. Donner le DL, (0) de h. Qu’en déduisez-vous?



