Rappels d’analyse

Dans ce chapitre, on rappelle les principaux résultats d’analyse vus en premiere année.

Limites et continuité

Commencons par rappeler les différentes définitions de limite :

Définition 2.1

Soit f : X — R une fonction, et soient 2 au voisinage de X et £ € RU {—o0, +co}. On dit alors
que f(x) tend vers ¢ quand x tend vers a si

‘ Valeur de / € R
lim f(x) = ¢
e R +o0 —0o0
Ve >0, dy >0, VM >0, 3y >0, VM <0, 3y >0,
" aeR \Yyela—ya+ynX, |Vxela—na+ynX, |Vxela—ya+yNnX,
w
_§ [f(x) =€ <e f(x) > M fx) <M
~
3 Ve >0, IN € R, VM >0, 3N € R, VM <0, 3N €R,
| e
Vx> N, |f(x) =4 <e| Vx>N, f(x) >M Vx> N, f(x) <M
Ve >0, AN € R, VM >0, N € R, VM <0, N € R,
—00
Vx <N, |f(x)—¢| <e| Vx<N, f(x)>M Vx <N, f(x) <M |

On rappelle alors que si une fonction admet une limite en un point, alors cette limite est unique.

En général, pour montrer 1'existence d’une limite, on utilisera soit des limites usuelles, soit des
opérations sur les limites usuelles, soit des théorémes de plus haut niveau.
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Proposition 2.2 — Limites usuelles

Pour tous «, B > 0, on a les limites suivantes :

eax

— ———— +© [ ] e"‘xxﬁ —0
xﬁ X—r+00 X——00

[
. In(x) —0 e In(x)*xf —0 |
xB x—teo X0

On ajoutera a ces limites usuelles tous les équivalents de fonctions usuels, qu’on reverra dans la
section Développements limités.

Enfin, pour prouver l'existence d"une limite, on peut utiliser les théoremes suivants :

Théoréme 2.3 — de majoration ou minoration

Soita € R, et soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a. Alors :

e Si f(x) < g(x) au voisinage de a, et que lim f (x) = 400, alors g admet une limite en a, et

limg(x) = +o0.

e Si f(x) < g(x) au voisinage de a, et que lim g(x) = —oo, alors f admet une limiteena, et
lil)n f(x) = —o0.
xX—a

Théoréme 2.4 — d’encadrement des limites

Soient a € Ret ¢ € R. Soient f, g, h définies au voisinage de a. On suppose que
lim f(x) = £ et limh(x) = ¢.

X—a X—a

Alors si pour tout x au voisinage de 4, f(x) < g(x) < h(x), alors ¢ admet une limite en a, et
lil)n g(x) =¢. |

Pour les fonctions monotones, I'existence de limites a gauche et a droite est automatique :

Théoréme 2.5 — de la limite monotone

Soit Ja, B[ un intervalle non vide de R (¢, 8 € R). Soit f : |a, B[— R une fonction croissante.
Alors :

e Pour tout a €]a, B[, f admet une limite & gauche et une limite a droite en 4, et

o0 < fla7) < f(a) < f(a") < +oo
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e f admet une limite a droite en «, qui est finie si f est minorée

e f admet une limite a gauche en B, qui est finie si f est majorée

Le cas des fonctions décroissantes est analogue.

_

Continuité d’une fondtion réelle

Définition 2.6

Soient f : X — R une fonction et 2 € X. On dit que f est continue en a si f admet une limite en
a (qui ne peut étre que f(a)), i.e.

Ve>0,3dn>0,Vxela—nat+nnX, |f(x)— f(a)] <e

_

On dit qu'une fonction est continue sur un ensemble X si elle est continue en chacun des points de
X.

On peut alors parfois étendre I’'ensemble de définition d"une fonction par continuité :

Proposition-Définition 2.7

Soit f : I\{a} — R une fonction continue sur un intervalle I privé d’un point. On dit que f est
prolongeable par continuité en a sil'une des conditions équivalentes est vérifiée :

e il existe une fonction continue f : I — R telle que Vx € I\{a}, f(x) = f(x).

e la fonction f admet une limite finie £ en a

Dans ce cas, la fonction f vérifie nécessairement f(a) = /.

_

Pour les fonctions continues, on peut alors utiliser les théoremes fondamentaux suivants :

Théoréme 2.8 — des valeurs intermédiaires

alors il existe ¢ € [a, b] telle que f(c) = k.

Soit f : I — R une fonction continue. Soit k € R. S’il existe a,b € I tels que f(a) < ket f(b) >k, |

Corollaire 2.9 — Image d’un intervalle par une fon&ion continue

Soit f € C°(I), ot I est un intervalle non trivial de R. Alors f(I) est un intervalle de R.
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Théoréme 2.10

Soit f une fonction continue sur un segment. Alors f est bornée et atteint ses bornes.

En particulier, 'image d’un segment par une fonction continue est un segment.

Théoréme 2.11 — de la bije&ion

f est une bijection entre I et |, et f~! est continue et a le méme sens de variation que f.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R, strictement monotone, et | = f(I). Alors |

I NoTa : On note qu’une certaine forme de réciproque a ce théoréme est vraie : toute injection
continue sur un intervalle de R est monotone.

Corollaire 2.12

Soit f € CO(I) (I intervalle) une fonction strictement monotone. Soient a, b € I. Alors pour tout
k entre f(a) et f(b), '’équation f(x) = k admet une unique solution. |

Dérivation

Définition 2.13

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, et soita € I.

On dit que f est dérivable en a si le taux d’accroissement

f(x) = f(a)

x—a
admet une limite réelle quand x — a, x # a.

Dans ce cas, cette limite s’appelle nombre dérivé de f au point a, et se note f'(a).

On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en chaque point de I. On note alors f' : a —
f'(a), appelée dérivée de f. |

On a alors les deux théorémes suivants :

Théoréme 2.14 — de Rolle

Soient a < b deux réels, et f une fonction continue sur [, b] et dérivable sur |a, b].

Si f(a) = f(b), alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

_
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Théoréme 2.15 — des accroissements finis

Soient a < b deux réels, et f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b].

Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b —a). |

Rolle TAF

-W. B Développements limités

On rappelle la définition de la négligeabilité d"une fonction :

Soient f et ¢ définie sur un intervalle I, et soit a au voisinage de I, ¢ ne s’annulant pas au
voisinage de 4. On dit que f est négligeable devant g si

flx) _
g "

On note alors f = %)(g) ou f(x) :xgngg(x)). |

On peut alors utiliser le résultat suivant pour la continuité et la dérivabilité d"une fonction :

Proposition 2.17

Soit f une fonction définie sur I. Soit a € I. Alors
e f est continue en 4 si et seulement si
f(x) = f(a) +0(1).
o f est dérivable en a si et seulement sl existe A € R tel que

f(x) = f(@) + Ax —a) +0(x—a).
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Dans ce cas, A = f'(a). |

Pour les ordres supérieurs, seul I'implication directe est vraie, et on peut utiliser la formule de
Taylor-Young :

Théoréme 2.18 — Formule de Taylor-Young

Soit f une fonction de classe C” sur un intervalle I contenant 0.

Alors f admet un développement limité a I’ordre n en 0, donné par

n (k
) — Z f 0) k Sx
k=0 k! |

11 faut alors connaitre les développements limités usuels suivants :

1 2 n
T3 - L TxH a4 o (x") Zx +o(x")
1 2 nn ny _ - k K n
=l + ( 1)xtg(§x)—1§( DESRAICY
(I+x)*=1 +zxx+—“((x )xz-l—---+{x(0é Joolaznt )+ogx")
2! n! X
ef =1+ +x2+ + 5 to(x") =) : 0 x")
IS TR o) = Lk 19
2 3 ok "
e T R sy
x3 5 x2n+1 i n ¢ 2k+1 2 .
- _ e (=D ) = D) =7 !
sin(x) = al +5 +(=1)" @n 1) +O X > k;( ) (2k +1)! +O )
x2 x4 xzn n ka
_q1_* X 1)" 2n — _1k_ 2n
cos(x) =1 TR (=1) (2n)!tg ) k;o( ) (Zk)!—i_xg =)
x3 p X2 L2+ . g X K2+l
. — = 1
arctan(x) = x 3 + o+ (=1) m +1+0 ) k;( ) 2k+1+O )

On pourra utiliser des développements limités pour calculer des limites, ou pour étudier des fonc-
tions au voisinage de 1'infini, avec les définitions suivantes :

Soit f une fonction définie au voisinage de oo, de courbe C £

e silime f = £ € R, on dit que Cy admet une asymptote horizontale y = ¢
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e silimy f = +oo, alors

— silimy_ e @ = £oo, ondit que C 3 admet une branche parabolique de direction 1’axe
des ordonnées
- silimy oo @ = 0, on dit que C 3 admet une branche parabolique de direction 'axe

des abscisses

— silimy_yeo @ =g € R*

* i limy e f(x) — ax = Foo, on dit que Cy admet une branche parabolique de
direction la droite d’équation y = ax

* i limy e f(x) —ax = b € R, on dit que Cy admet une asymptote d’équation
y=ax+b |
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Exercices

Exercice 1

Calculer les limites suivantes :

a) %, x — +00 b) In(sin(x)) — In(x), x — 0
c) 1“(1:ex), x — +oo d) 7;1\/9‘7;%1, X — +oo

a) 1 b) 0

o 1 d) 0

Exercice 2

1. Déterminer lim %
X—00

2. Soit (u,) une suite qui tend vers +oo. Donner un équivalent de |uy,|.

3. Soit a > 0 tel que pour tout n € IN*¥,
la|nal| — |na] =n—1.

Déterminer a.

1. Onapourtoutx >0x —1 < |x] < x, et donc par encadrement des limites, on a lijn =l =g,
X—00

2. Par la question précédente, on a donc [uy | ~ uy.

3. Par la question précédente, on a |a|na] | ~ na®.

lalnal] _ [na]

na? na

On a donc

a —a—1.

Or on a aussi .
QM _|na] 1
na na a

Par unicité de la limite, on a donca = 1(1 +/5).
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Exercice 3

Donner un équivalent de e?"(*) — ¢5"(*) au voisinage de x = 0.

2

Donner un équivalent de ¢2°3(*) — ¢? au voisinage de x = 0.

On factorise : s
. . (1—cos(x)) sin(x)
gtan(x) _ gsinfx) _ sin(x) (e() . 1> NE

R
Ona
EZCOS(X) _ 62 _ 62(62(cos(x)—1) _ 1) ~ ZEZ(COS(X) _ 1) ~ _(ex)Z.
Exercice 4
Pour tout A € R on considere
f R — R N
A - XA
X +=—— |

1. Montrer que les tangentes en 0 des fonctions f, sont paralléles.

2. Montrer que les tangentes en 1 sont concourantes.

La fonction f, est bien définie et dérivable sur R, et on a alors pour tout x

—x? —2Ax+1
Hh&x) = ———5—
(x2+1)
1. En 0, on a donc f}(0) = 1, et donc toutes les tangentes ont le méme coefficient directeur : elles sont
paralleles.
2. En1,onadonc fj(1) = — % Les tangentes ont donc pour équation
A 1 A 1

On note alors que les tangentes (Tp) et (T,) se coupent au point (2, %) . Montrons que les autres passent

aussi par ce point :

A 1 1
O X24AFZ =2,
2 A 2 2
Toutes les tangentes passent donc par ce point, et sont donc concourantes.

Exercice 5
D, — R

Soit h : vV/x2+1
X x—1

1. Déterminer Dj;,. Donner un D.L. & I'ordre 2 en 0 de h.

2. En déduire 1’équation de la tangente Ty a C; en 0 et étudier la position relative de T et C; au
voisinage de 0.
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3. Montrer qu’au voisinage de +co on a

3 1
h(x) = X+1+2xtgix>

4. Montrer que h admet une asymptote oblique A en +-oc0. Préciser I'équation de A et la position
relative de C et A au voisinage de +oo.

5. Tracer l'allure de Cj au voisinage de 0 puis au voisinage de +oo

1. Ona Dy, =R\ {1} et au voisinage de 0 :

xvVxz+1
h(x) = ﬁ

1
:—x\/l—i—le_x
2
= —x (1+x+0 xz)) <1+x+x2+o xz))
2 x— xX—

:—x—xz—éx?’—f—o x3)
2 x—

2. Latangente Ty a C;, en 0 est donc la droite d’équation y = —x. Comme —x? est négatif au voisinage de
0 alors Cp,se trouve en dessous de sa tangente en 0.

3. Auvoisinage de +co on a

(x) = T

(1 2+o(;2))(1
x(” +2x2+x3(x12)
—x41+ 2 4o(1)

4. On en déduit que h admet une asymptote oblique A en +oco d’équation y = x + 1 et que Cj, se trouve
au dessus de A au voisinage de +oo.

5. TODO

=X

Exercice 6

Calculer

puis donner un équivalent de

quand x — oo.
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Ensuite,

Finalement, la limite cherchée vaut 1 et 'équivalent ﬁ

Exercice 7

Calculer la limite quand x — « de

. . n+1_  n+1
Sia = 0, on a clairement *—7=07— = x — 0.
Sinon, on factorise :
( ) < k n—k
x—uw) Y xa"T
xn+1 _ an—i—l B =0
X —a n—1
(x —a) ¥ xkan—k-1
k=0
(n+1)a"
o AT )R
non—1
n+1
~ «
n
Exercice 8
P In(1 ..
Donner un équivalent de %ﬁl‘ﬁ) au voisinage de x = 0.
On a

xIn(1++vx) xvx _ Vi

er—1 X
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Exercice g

Soit f : [0,1] — [0, 1] telle qu'il existe k €]0, 1] tel que
vx,y, |f(x) = f(y)| < klx —yl.

1. Montrer que f est continue, et qu’elle admet un unique point fixe ¢ dans [0, 1].
2. Soit (¢,,) définie par ¢y € [0,1] et Vn, cy11 = f(cn).

a) Montrer que la suite est bien définie.
b) Montrer que pour tout n

lcn —¢] < k"|co — cl.
¢) En déduire la limite de (c,).

d) Ecrire une fonction Python prenant en paramétre une telle fonction f, et donnant une
valeur approchée de son point fixe.

1. Soita € [0,1]. On a alors pour tout x € [0, 1]
f(a) = f(x)| < klx —a| —>0,

et la fonction est bien continue en 4.

Ensuite, f est continue de [0, 1] dans [0, 1], donc admet au moins un point fixe (en appliquant le théo-
réme des valeurs intermédiaires a la fonction f — id). Supposons qu’elle en admette deux, x et y.

Alors
[f(0) = f)] = |x =y < klx =y,
etdonck > 1ou |x — y| = 0. Le premier cas étant exclu, on a donc x = y, et donc 'unicité du point fixe.
2. a) Lafonctione esta valeurs dans [0, 1], qui est donc un intervalle stable par f. La suite est donc bien
définie.
b) Montrons-le par récurrence sur 7 :
e onabien |cyp —c| < |co — ¢

e soitn € IN; on suppose |¢, — ¢| < k"|co — ¢|. Alors
lens1 = ¢l = |f(en) = f(c)]
< k|ey — ¢

<K ep —¢f

N

¢) Comme k €]0,1[, ona k" (cog — c) — 0, et la suite (¢, ) converge donc vers c.
d) On propose le code suivant :

import random as rd

def pointfixe(f,N):
¢ = rd.random()
for i in range(N):
c = f(c)
return ¢
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Exercice 10 Fonction W de Lambert
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xe*.
1. Donner le tableau de variations complet de f (variations, limites), puis tracer la courbe repré-
sentative de f (on fera apparaitre la tangente a la courbe en 0).
2. Montrer que f induit une bijection & de [—1, +-oo[ dans un intervalle a préciser.

3. Soit W la fonction réciproque de . Montrer que W est dériable sur | —e~!, +o0], et que pour

toutx =0,
W(x)
Wix)= ——2 .
(2) x(1+W(x))
1. On ale tableau de variations suivant :
x —00 -1 +o0
fl(x) - 0 +

-1

—e

La tangente en 0 a pour équation y = x.

2.5 1

2.0

1.5+

1.0 4

0.5

0.0

-0.5

2. La fonction f est continue et strictement croissante sur [—1, +-oo][. Par le théoreme de la bijection, elle
induit donc une bijection sur I'image de cet intervalle, [—e_l, +o0 [
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3. Onnote que f est dérivable sur [—1, 00|, de dérivée x — (x + 1)e*.

Cette dérivée ne s’annule pas sur | — 1, co[, et par dérivation de fonction réciproque, la fonction W est
dérivable sur ce dernier intervalle, de dérivée

1
V@O (W(x)+1)

Vx> —1, W(x) =

Mais on a W(x)e"®) = x, donc V(¥ = ﬁ, et on retrouve le résultat demandé.

Exercice 11

Soit f : x € R — xe*.

. Montrer que f est de classe C** sur R.
. Déterminer un développement limité a I'ordre 5 en 0 de f.
. Montrer que f est bijective de R sur R.

. On admet que f~! est C*®. Montrer que f~! admet un développement limité, qu’on détermi-

nera.

. Les fonctions x — x, x — xZ et x — ¢* sont de clase C*, et donc la fonction f aussi.

. On a au voisinage de 0

s :1+x2+%x4+0<x4),

et donc

f(x) :x+x3+%x5+o(x5).

. La fonction f est dérivable sur IR, et pour tout x

f(x) = (1 + 2x2) e

f est donc strictement croissante sur IR, et donc induit une bijection dans son image. Comme f tend
vers oo (resp. —o0) en co (resp. —o0), son image est donc R.

. On écrit alors

FHx) =a+bx+cx? +dx® +ext +gx° + 0 <x5) .
On sait que f~! o f = id, et donc
x=a+bf(x)+cf(x)?+df(x)}+ef(x)* +gf(x)° +o (x5) .
En réinjectant le développement de f, on obtient donc
x=a+bx+cx*+ (b+d)x®+ (2c+e)xt + (%b+3d+g)x5+o (x5) .
En identifiant les coefficients, on a enfin

) =x -3+ gx5+o (xS).
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Exercice 12
. R* — R
Soit h : X — exp (_;7)

1. Montrer que h est prolongeable par continuité en 0. La fonction prolongée sera encore notée h.

2. Montrer que h est de classe C* sur R*. Exprimer h’(x) pour x = 0.

3. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que

Vx € R*, h™(x) = ngx )h(x)

4. Montrer par récurrence que h est infiniment dérivable en 0 et que, pour tout entier n € IN,
h("(0) = 0. Donner le DL, (0) de h. Qu’en déduisez-vous?

1. Ona lin}J h(x) = 0. Ainsi on peut prolonger la fonction  par continuité en 0 par
X—

R — R

1
he {exp(—xz) six=0
0 sinon

2. Sur R*, h est une composée de fonction de classe C*, ainsi & est de classe C*.

Pourx#0ona

W(x) = 5 exp (—xlz) — Z )

=3
3. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, il existe un polyndéme P, tel que

Vx € R*, h(")(x)R’xT(:f)h(x)

Initialisation :

On sait déja que

1
* 0 — —
Vx € R*, hO(x) = h(x) = ()
2
* 1 _ 1,/ _
vx e R, iV (x) = W (x) = ()
Hérédité :
Soit n € IN, on suppose qu’il existe un polyndéme P, tel que

Vx € R, h<">(x)PZ§:)h(x)

Alors, pour x € R*, ona

h(n+1)(x) — (h(n))/ (X)

P/ (x)x3" — 3nP, (x)x3" 1 Py(x) 2
= Bl = IO 4 Pl 2
X3P (x) — 3nx*Py(x) 2P, (x)
T M) + s M)

X3P/ (x) — 3nx?Py(x) + 2P, (x) "
- X 3n+3 (%)
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Posons alors P, 1 = X3P} + (2 — 3nX?)P,, on aalors P, 1 € R[X] et

Py (x)
x 7 (n+1) n+1
VxeR* h (x) Bt T) h(x)

Ce qui montre la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.

. Montrons par récurrence que  est n fois dérivable en 0 pour tout entier n et que, pour tout entier

n e N, h"(0) = 0.
Initialisation :

Soit x # 0, on a alors

h(x) —h(0) 1 <1>

= —exp | —
x—0 x &P x2
On sait par croissance comparée que lim uexp(—u?) =0et lim uexp(—u?) = 0.
p P 1 u—r—+00 p( ) u——oo p( )

Ainsi lim L exp (f %) = 0. La fonction & est donc dérivable en 0 et 1/ (0) = 0.
x—0 % X

Hérédité :

Soit 1 € IN, on suppose que & est 1 fois dérivable en 0 et que 1) (0) = 0.

Soit x # 0, on a alors
h (x) = hW(0) _ Pau(x)
X — 0 = x3i’l+1 h(x)

tlexp(—u?) =0et lim u*lexp(—u?) =0.

On sait par croissance comparée que lim u
U—+400 U——00

Ainsi linb ﬁh(x) = 0 et, comme, P, est une fonction continue sur R, lirrb P,(x) = P,(0) € R.
x— x—

/
On en déduit que lirrb fg,fjf? h(x) = 0. h(") est donc dérivable en 0 et (h(”>> (0) = 0. C’est-a-dire h est
xX—

n + 1 fois dérivable en 0 et h(**1)(0) = 0, ce qui acheve la récurrence.

Comme £ est infiniment dérivable en 0 alors, d’apres la formule de Taylor-Young, i admet un dévelop-
pement limité a tout ordre en 0. Pour n € N on a

) o, )

o /
h(x) = h(0) + ' (0)x + — p Lo o

Comme 1) (0) = 0 pour tout entier k € N on a donc

h(x) =0+ o(gx”)

X—

h admet donc un développement limité a tout ordre en 0 dont la partie réguliére est nulle.



