Suites et séries numériques

Rappels sur les suites nhumériques

On rappelle dans cette section quelques propriétés générales des suites numériques.

Définition 3.1

Soit (u,,) une suite numérique. Soit £ € R. On dit que la suite (u,) converge vers ¢ si

Le réel ¢ s’appelle alors limite de la suite (u,) ; on note

! =

Une suite qui ne converge pas est dite

On dit que (u,) diverge vers 4o si

On dit que (u,) diverge vers —oo si

On note alors |

On note que d’apres la définition, toute suite convergente est bornée; la réciproque est fausse.

Pour montrer la convergence de certaines suites, on peut soit utiliser des résultats sur les suites
usuelles, soit utiliser un des théorémes suivants

Théoréme 3.2 — de la limite monotone

Soit (u,) une suite croissante. Alors

19
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e si (u,) est majorée, alors ;

e si (u,) n'est pas majorée, alors
Soit (u,,) une suite décroissante. Alors

e si (u,) est minorée, alors ;

e si (u,) n'est pas minorée, alors |

Théoréme 3.3 — d’encadrement des limites

Soient (uy), (v,) et (wy) trois suites. On suppose que

e a partir d’un certain rang,

Alors

Théoréme 3.4 — de minoration et majoration

Soient (u,) et (v,) deux suites. On suppose qu’a partir d’un certain rang,
Si (uy) diverge vers +oo,

Si (v,) diverge vers —oo,

L L

Dans le cas de I’étude de deux suites, on peut aussi prouver qu’elles sont adjacentes.

Définition 3.5

Soient (u,) et (v,) deux suites. On dit qu’elles sont adjacentes si

Proposition 3.6

Deux suites adjacentes

_

Dans ce cas, la limite ¢ vérifie

_



CHAPITRE 3. SUITES ET SERIES NUMERIQUES 21

Séries numériques
Généralités

On va dans cette section étudier la notion de série.

Définition 3.7

Soit (1,) une suite numérique. On appelle série de terme général u,, la suite, notée y_u, (ou Y. u,
n=0

s’il y a une confusion possible), dont le n-ieme terme est défini par |

| Nota: On adaptera facilement la définition au cas oi1 le terme général n’est pas défini sur IN.

Définition 3.8

Soit ) u, une série numérique. La suite (S, ) définie par

Sn:

est appelé suite des sommes partielles associée a ) uy,. |

On se rappellera en particulier qu'une série n’est qu'un type particulier de suite; on pourra donc
toujours utiliser les théoremes généraux sur les suites a la suite des sommes partielles.

ExempLE : Certaines séries ont des noms, qu’il faut connaitre :

e on appelle série harmonique la série de terme général . Elle est donc définie par la suite
des sommes partielles

Slz /SZZ /S3= /---/SI’I=

e on appelle série géométrique de raison q € R la série de terme général . Elle est donc
définie par la suite des sommes partielles

50: 181: 152: r"'/Sn:
On peut alors calculer explicitement les termes de cette série

Sn:
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e on appelle série exponentielle de x € R la série de terme général . Elle est donc définie
par la suite des sommes partielles

S(): IS]_= 152: ;---/Sn

Définition 3.9

Soit ) u, une série. On dit que cette série converge si la suite des sommes partielles associée

—+o0
converge. On note alors ) u, la limite de cette suite.
n=0

Dans le cas contraire, on dit que la série diverge.

Déterminer si une série converge ou non s’appelle étudier la nature de la série.

e}
Nota: Attention! La notation ) u, n’a de sens que si la série est convergente. On devra donc
n=0
toujours s’assurer que la série converge avant de l'utiliser.

Définition 3.10

Soit ) u, une série. Si cette série converge, on appelle alors suite des restes la suite de terme

général

Proposition 3.11

Soit ) u, une série convergente. Alors la suite des restes converge vers 0.

Démonstration. On note que pour tout 1, on a

Ainsi, on a bien le résultat O

Proposition 3.12

Soit g € R. La série géométrique ) 4" converge si et seulement si



CHAPITRE 3. SUITES ET SERIES NUMERIQUES 23

Dans ce cas, on a
o0

q" = |
n=0

Démonstration. Notons (S,) la suite des sommes partielles associée a notre série.
On a déja vu que si g = 1, alors pour tout n, S,, = n + 1, et la série diverge donc.

On suppose donc maintenant que g # 1. On a alors pour tout n

Sn:

Supposons || < 1. La suite géométrique (q”“) converge alors vers 0. Par opération sur les
limites, la série converge donc, vers

Supposons maintenant que la série converge, i.e. que la suite (S,) converge. Alors, par opé-
ration sur les limites, la suite converge, et
donc |g] < 1. O

Proposition 3.13
La série harmonique }_ & |

Démonstration. Notons (S,) la suite des sommes partielles.

Par décroissance de la fonction inverse, on a pour tout k € IN* et tout x € [k, k + 1]

Par croissance de l'intégrale, on a alors

et donc en sommant ces égalités pour k allant de 1 a n, par la relation de Chasles

On a donc finalement

Par comparaison de suites, la suite (S,,) O

Cette derniére série servira souvent de contre-exemple. Par exemple, on a la proposition suivante,
dont la réciproque est fausse.
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Proposition 3.14

Soit ) u, une série. Alors si ) u, converge, alors

Démonstration. Notons (Sy,) la suite des sommes partielles associée. On a alors pour tout
n>1
un -

Si la série converge, alors les suites (S,) et donc (S,_1) convergent, vers la méme limite. Par
opération sur les limites, la suite (u,) converge donc vers 0. O

Nota: On se servira plus souvent de la contraposée : si la suite (u,) ne converge pas vers 0, la
série ) u, diverge (on parle alors de divergence grossiere).

Comme le montre la série harmonique, la réciproque est fausse : la suite (1) converge vers 0,
. L. 1 1.
mais la série ) ;. diverge.

ExempLE : On retrouve la divergence des séries géométriques de raison |q| > 1; la suite (4") ne
converge alors pas vers 0, et donc la série ) g" diverge grossierement.

On pourra parfois se servir du résultat suivant, affirmant que la convergence d’'une série ne dépend
pas des premiers termes.

Proposition 3.15

Soit ) u, une série numérique, et soit N € IN. Alors ) u, converge si et seulement si

ExeMPLE : Soit (u,) la suite définie par

1
up=1, u1 =1, up =1 et Vn>3,un:2—n.

Alors cette série converge.

Enfin, comme pour les suites, les combinaisons linéaires de séries convergentes sont convergentes.

Proposition 3.16

Soient ) u, et }_ v, deux séries numériques, et soit A € R*. Alors
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e Si) u,et) v, convergent, alors ) (u, + v,) converge, et

Y (un+vn) =) un+ ) vn
n=0 n=0

n=0

e Lasérie ) u, converge si et seulement si la série }_(Au,) converge. Dans ce cas

(Auy) = A i Up. |
0 n=0

NoTa : Attention au premier point de cette proposition, dont la réciproque est fausse. Par
exemple, la série converge, mais ni ni ne convergent.

e

n

ei--8 Convergence absolue et séries a termes positifs

Trés souvent, on étudiera les séries donc les termes sont tous positifs.

Définition 3.17

On dit qu'une série ) u, est a termes positifs si pour tout n,

On a alors

Proposition 3.18

Soient ) u, une série a termes positifs, et soit (S, ) la suite des sommes partielles associée. Alors

e lasérie ) u, converge siet seulement

Dans ce cas, on a pour tout n € IN |

Démonstration. Montrons le premier point. Soit alors n € IN. On a

Sn+1 - Sn =

La suite est donc bien croissante.

Le second point se déduit du théoreme de comportement des suites monotones. O
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On peut alors énoncer le théoreme suivant, pour montrer que des séries convergent en se ramenant
a des résultats connus.

Théoréme 3.19 — de comparaison des séries a termes positifs

Soient ) u, et ) v, deux séries a termes positifs. On suppose :

e pour toutn € N, u, < v,

e la série ) v, converge.

Alors

Démonstration. Notons respectivement (S,) et (T;) les suites des sommes partielles associées
a) uy,et) v, Supposons que les hypotheses sont vérifiées. On a alors pour tout n

D’apreés la proposition précédente, comme } | v, converge, on a pour tout n

, etla suite (S,) est donc majorée par cette limite.

Donc la série ) u, converge, et on a bien 1’égalité demandée. O

Nota : Attention, ce résultat peut devenir faux si les séries ne sont pas a terme positif. Par
exemple, la série diverge, alors que converge.

On se servira aussi de la contraposée de ce résultat :

Théoréme 3.20 — de comparaison des séries a termes positifs

Soient Y u, et }_v, deux séries a termes positifs, telles que les suites (u,) et (v,) soient équi-
valentes. Alors les séries ) u, et ) v, sont de méme nature (i.e. convergent toutes les deux ou
divergent toutes les deux vers +c0).

Démonstration. La suite (?) converge vers 1, et donc a partir d"un certain rang, on a 1 <
n

2
Up 3
vn<2'

On aalors v, < 2u, etu, < %Un. 11 suffit alors d’utiliser le résultat précédent.

O

I NoTa: On peut utiliser le méme type de preuve si u, = o (v,) et que la série }_ v, converge.

Pour pouvoir simplement utiliser ce critere, on parlera généralement de convergence absolue.
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Définition 3.21

On dit qu'une série ) u, converge absolument si

Proposition 3.22

Une série ) u, absolument convergente est convergente.

Démonstration. Soit donc (u,) une suite telle que Y, |u,| converge. On notera pour tout n
ut = et u, =
Les suites (u;}) et (1, ) sont alors & termes positifs, et on a directement pour tout n

un — et |un| —

Mais on a pour tout n
ul <

et par comparaison de séries a termes positifs, la série ) u; converge. De méme, la série ) u;,
converge.

Par combinaison linéaire, la série }_(u;" — u;,) = Y u, converge. O

On n’utilisera maintenant que des séries absolument convergentes.

Nota: Dans le cas de séries absolument convergentes, I'ordre des termes dans lequel on somme
ne change pas le résultat final.

On peut montrer que dans le cas de séries convergentes mais pas absolument convergentes®,
I'ordre dans lequel on somme les termes de la suite peut modifier le résultat final (théoréme de
Weirstrass).

ei-ey Séries usuelles

On utilisera les séries suivantes comme briques de base pour montrer que des séries convergent ou
divergent, en utilisant le théoréme de comparaison.

Proposition 3.23 — Séries géométriques et géométriques dérivées

Soit g € R. Les séries Y- q", ¥ ng"'et ¥ n(n —1)g" 2 convergent si et seulement si |g| < 1.
n=0 n>1 n=2

+. on parle alors de série semi-convergente
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On a dans ce cas

Démonstration. On a déja vu le résultat pour la premiere série. Le cas g = 1 étant trivial, on
I'exclut de la preuve.

Pour les deux autres, soient pour tout n les fonctions définies sur R\ {1} par
fu(x) =
Les fonctions f,, sont alors dérivables, et pour tout x = 1

fulx) =

Ainsi, la deuxiéme série converge si et seulement si |g| < 1.

On dérive une deuxieme fois les fonctions f, pour le dernier résultat. O

Proposition 3.24 — Série harmonique, série de l'inverse des carrés

L. . 1
La série harmonique ) -
n>1

La série ) %
n>1

Démonstration. On a déja vu la divergence de la série harmonique.

Soitalorsk € N,k > 2.0On a

et donc en sommant

La suite des sommes partielles est donc majorée, et la série est a termes positifs; elle converge
donc. |

NoTa: On pourra se rappeler que

©
L



CHAPITRE 3. SUITES ET SERIES NUMERIQUES 29

Proposition 3.25 — Série exponentielle

Soit x € R. Alors la série ) ’,‘1—',[ converge, et

oo xn
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Exercices

Exercice 1

Etudier la nature des séries de termes généraux donnés, et calculer la somme si la série converge :

1 1
L Yo 2. Yot
3. Xln(1+1) 4. Yln(1- %)
5. zﬁ 6. Y1
7. DA 8. Yng",geR
9. yn%q", g€ R
Exercice 2 Critére spécial des séries alternées

Soit (u,) une suite décroissante de réels positifs, qui converge vers 0. On note alors pour tout
neN

1. Montrer que (Ayy) et (Az,11) sont adjacentes.
2. Montrer que la série ) (—1)"u, converge.

3. En déduire la nature de la série } %

Exercice 3 Séries de Riemann

n
Soit & € R. On étudie dans cet exercice la série }_ % On notera alors pourn € N* S, = ) k%
k=1

1. Sia < 0, montrer que la série diverge.

2. On suppose alors & > 0, « = 1.

Montrer que

1 1 dx 1
VkeN*,ig/ — < —.
(k+1)* = Jk

3. En déduire que pour tout n € IN*

1 1
—1< - < 54
LR ((n+1)“—1 1) SO

4. En déduire que la série converge si« > 1, et divergesia < 1.
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Exercice 4

Soit f :]1, o[ R une fonction de classe C? de dérivée premiére strictement positive et de dérivée
seconde strictement négative.

1. Montrer que la suite (f'(n)),>2 converge.

2. Montrer que pour tout x > 3, on a

flx+1) = f(x) < f'(x) < f(x) = fx = 1).

n
3. En déduire que les suites (f(n)),>2 et < Y f (k)> ont le méme comportement asympto-
k=2 n>2

=

tique.

L__ en fonctionde x € R,.

4. Déterminer la nature de la série Y Aln)®
>

=

Exercice 5
Soit & €]0, 1[. On définit la suite (u,) par up = « et pour tout n

2
I/ln+1 = Uy — Mn.

1. Etudier la suite (uy,) (variations, limites).

2. Montrer que la série ) u% converge, et calculer sa somme.

3. Montrer que la série ) In (u:ﬁ) diverge, et en déduire la nature de ) u,.

Exercice 6

-1
On considere la suite (v,,) définie par v, = <n2 i) —In(n).

1. Montrer que la suite (v,11 — vy) est positive pour n > 2.
2. En étudiant la fonction f: x — x —In(1 + x) — %xz, donner une majoration v, 1 — vy.
3. Montrer que la série }_v,,1 — v, converge, puis que (v,) converge.

4. En déduire un équivalent de la série harmonique.

Exercice 7 Critére d’Abel

n n
Soient (a,), (b,) deux suites numériques. On pose A, = Y a; et B, = Y bx. On pose aussi
k=0 k=0
n
cn = Apby,etCyp = Y .
k=0
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n—1
1. Montrer que C,, = A;B, — ) ax11Bx
k=0
2. Soient (u,) et (v,) deux suites. On suppose

n

e la suite (Z vk> est bornée
k:O n

o u, —0

e la série Y (u,11 — uy,) est absolument convergente.

Montrer que la série ) u,v, converge.

Exercice 8

Soit ) u, une série a termes positifs.

1. On suppose lim {/u,, = £ € R. Montrer que la série ) u,

e convergesi/ <1

o divergesi/ > 1
2. On suppose que (u,) ne s’annule pas. On suppose lim ”Z—:l = { € R. Montrer que la série ) u,

e convergesi/ <1

o divergesi/ > 1

3. Montrer que dans les regles précédentes, on ne peut pas conclure si £ = 1.

Exercice g

n
On pose pour toutn S, = ¥ .
k=1
1. a) Soienta > 1etk > 2. Montrer que

/k+1 dt 1 /k dt
— < — < —.
k o ke 1

b) En déduire que quand n — oo,

= 1 1

Z,;Nm-

2. Soit f de classe C! sur [0, 7z]. Montrer que quand 1 — oo

/Onf(t) sin <(2”2+1)t> dt — 0.
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3. On pose pour tout t €]0, 77]

An(t) = 1—1— cos(kt).
2 3
Vérifier que pour tout ¢ €]0, 1],
_ sin((2n+1)t/2)
Ault) = 2sin(t/2)

On pourra utiliser la formule sin(a) cos(b) = 3 (sin(a + b) + sin(a — b)).

4. Déterminer deux réels a et b tels que pour toutn > 1,
7T
/ (at?® + bt) cos(nt) dt = —.
0

5. Montrer qu’alors

!
L
|
|

/On(atz + bt) A, (t) dt

6. En déduire que (S,) converge, et donner sa limite.

7. En déduire le développement






