Suites et séries numériques

Rappels sur les suites nhumériques

On rappelle dans cette section quelques propriétés générales des suites numériques.

Définition 3.1

Soit (u,,) une suite numérique. Soit £ € R. On dit que la suite (u,) converge vers ¢ si

Ve >0, IN €N, Vn >N, |u, — | <e.

Le réel ¢ s’appelle alors limite de la suite (1,) ; on note

f = lim u, out =limuouu, — ¥.
n—oo n—oo

Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

On dit que (u,) diverge vers 400 si

VM eR, AN €N, Vn > N, u, > M.

On dit que (u,) diverge vers —oo si

VM eR, INeN, Vn > N, u, < M.

On note alors lim u,, = o0 ou u,, —— =+oo. |
n—oo n—o00

On note que d’apres la définition, toute suite convergente est bornée; la réciproque est fausse.

Pour montrer la convergence de certaines suites, on peut soit utiliser des résultats sur les suites
usuelles, soit utiliser un des théorémes suivants

Théoréme 3.2 — de la limite monotone

Soit (u,) une suite croissante. Alors

27



28 CHAPITRE 3. SUITES ET SERIES NUMERIQUES

e si (u,) est majorée, alors elle converge ;

e si (u,) n'est pas majorée, alors elle diverge vers +oo.
Soit (u,,) une suite décroissante. Alors

e si (u,) est minorée, alors elle converge ;

e si (u,) n'est pas minorée, alors elle diverge vers —oo. |

Théoréme 3.3 — d’encadrement des limites

Soient (uy), (v,) et (wy) trois suites. On suppose que

e a partir d'un certain rang, u, < v, < wy,

o (u,) et (wy,) convergent vers la méme limite ¢ € R.

Alors (v,) converge, vers le réel /.

Théoréme 3.4 — de minoration et majoration

Soient (u,) et (v,) deux suites. On suppose qu’a partir d'un certain rang, u, < vj.
Si (uy) diverge vers o0, (v,) diverge vers +oo.

Si (v,) diverge vers —oo, (u,) diverge vers —oo.

L L

Dans le cas de I’étude de deux suites, on peut aussi prouver qu’elles sont adjacentes.

Définition 3.5

Soient (u,) et (v,) deux suites. On dit qu’elles sont adjacentes si 1'une est croissante, 1'autre
décroissante, et que leur différence tend vers 0.

i

Proposition 3.6

Deux suites adjacentes convergent, vers la méme limite.

Dans ce cas, la limite ¢ vérifie
VneN, u, <l < v,

_
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Séries numériques
Généralités

On va dans cette section étudier la notion de série.

Définition 3.7

Soit (1) une suite numérique. On appelle série de terme général u,, la suite, notée y_u, (ou Y. uy,
n=0

n
s’il y a une confusion possible), dont le n-ieme terme est défini par ) u.
k=0 |

| Nota: On adaptera facilement la définition au cas oi1 le terme général n’est pas défini sur IN.

Définition 3.8

Soit } u, une série numérique. La suite (S, ) définie par
n
Sn — Z Mk
k=0

est appelé suite des sommes partielles associée a ) uy,. |

On se rappellera en particulier qu'une série n’est qu'un type particulier de suite; on pourra donc
toujours utiliser les théoremes généraux sur les suites a la suite des sommes partielles.

ExempLE : Certaines séries ont des noms, qu’il faut connaitre :

e on appelle série harmonique la série de terme général 1 . Elle est donc définie par la suite des
sommes partielles

Si=1 =1+, Ss=1424L s =%
1— 1, o2 — 2/ 3 = 7 3/---/ n_k:1

==

e on appelle série géométrique de raison q € R la série de terme général 4" . Elle est donc
définie par la suite des sommes partielles

5021’ 51:1+q’ 52:1+q+q2’ ey Sl’l:qu'

On peut alors calculer explicitement les termes de cette série

1— qn+1
Sn - 1 - q
n+1 sinon

sig=1
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e on appelle série exponentielle de x € R la série de terme général ’r‘l—',' . Elle est donc définie par
la suite des sommes partielles

1
So=1, 5 =1+x, 52=1+x+§x2’ /Snzzx_

Définition 3.9

Soit ) u, une série. On dit que cette série converge si la suite des sommes partielles associée

—+o0
converge. On note alors ) u, la limite de cette suite.
n=0

Dans le cas contraire, on dit que la série diverge.

Déterminer si une série converge ou non s’appelle étudier la nature de la série.

e}
Nota: Attention! La notation ) u, n’a de sens que si la série est convergente. On devra donc
n=0
toujours s’assurer que la série converge avant de l'utiliser.

Soit ) u, une série. Si cette série converge, on appelle alors suite des restes la suite de terme
général

Proposition 3.11

Soit ) u, une série convergente. Alors la suite des restes converge vers 0.
Démonstration. On note que pour tout 1, on a
) n
Ry= ) ue— ) we
k=0 k=0

Ainsi, on a bien le résultat en passant a la limite. O

Proposition 3.12

Soit g € R. La série géométrique ) ¢" converge si et seulement si |g| < 1.
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[e ) - 1
nzOq 1_q. |

Démonstration. Notons (S,) la suite des sommes partielles associée a notre série.

Dans ce cas, on a

On a déja vu que si g = 1, alors pour tout n, S,, = n + 1, et la série diverge donc.
On suppose donc maintenant que g # 1. On a alors pour tout n
n+1

_1—9q
S"_—l—q

Supposons |g| < 1. La suite géométrique (q"*!) converge alors vers 0. Par opération sur les
1

limites, la série converge donc, vers 7

Supposons maintenant que la série converge, i.e. que la suite (S,) converge. Alors, par opéra-
tion sur les limites, la suite (1— (1—4)S,) = (4"™') converge, et donc |g| < 1. O

Proposition 3.13
La série harmonique Y1 diverge vers +oo. |

Démonstration. Notons (S,) la suite des sommes partielles.

Par décroissance de la fonction inverse, on a pour tout k € IN* et tout x € [k, k + 1]

1
7 S

<
+1

R | =
=

Par croissance de l'intégrale, on a alors
1 /k+1 dx _1
k+1 7 Jk x k
et donc en sommant ces égalités pour k allant de 1 a n, par la relation de Chasles

n+1 dy

S —1</¢ s,
n+1 1 x n

On a donc finalement
Sn_;,_l -1 < 11’1(1’1 + 1) < Si’l

Par comparaison de suites, la suite (S,) diverge donc vers +oo. O

Cette derniére série servira souvent de contre-exemple. Par exemple, on a la proposition suivante,
dont la réciproque est fausse.
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Proposition 3.14

Soit ) u, une série. Alors si ) u, converge, alors la suite (1,) converge vers 0.

Démonstration. Notons (S,) la suite des sommes partielles associée. On a alors pour tout
n>1
un - Sn - Snfl-

Si la série converge, alors les suites (S,) et donc (S,_1) convergent, vers la méme limite. Par

opération sur les limites, la suite (u,) converge donc vers 0. O

NoTa: On se servira plus souvent de la contraposée : si la suite (u,) ne converge pas vers 0, la
série ) u, diverge (on parle alors de divergence grossiere).

Comme le montre la série harmonique, la réciproque est fausse : la suite (1) converge vers 0,

mais la série ¥ 1 diverge.

ExempLE : On retrouve la divergence des séries géométriques de raison |g| > 1; la suite (4") ne
converge alors pas vers 0, et donc la série ) " diverge grossierement.

On pourra parfois se servir du résultat suivant, affirmant que la convergence d"une série ne dépend
pas des premiers termes.

Proposition 3.15

Soit )" u, une série numérique, et soit N € IN. Alors ) u, converge si et seulement si ) u,
n=N
converge.

ExeMPLE : Soit (u,) la suite définie par

1
up=1,u1 =1, up =1 et ‘v’n>3,un:2_n,

Alors cette série converge.

Enfin, comme pour les suites, les combinaisons linéaires de séries convergentes sont convergentes.

Proposition 3.16

Soient ) u, et ) v, deux séries numériques, et soit A € R*. Alors

e SiY uyet) v, convergent, alors }_(u, + v,) converge, et

[ee]

Z(un—l—vn): Zun—l— Zvn.
n=0 n=0

n=0
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o La série ) u, converge si et seulement si la série }_(Au,) converge. Dans ce cas

(Auy) = A i Up. |
0 n=0

NoTa : Attention au premier point de cette proposition, dont la réciproque est fausse. Par
exemple, la série ) (1 —1) converge, maisni )1 ni }.(—1) ne convergent.

agk

n

ei--8 Convergence absolue et séries a termes positifs

Trés souvent, on étudiera les séries donc les termes sont tous positifs.

Définition 3.17

On dit qu'une série ) u, est a termes positifs si pour tout n, u, > 0.

On a alors

Proposition 3.18

Soient }_ u, une série a termes positifs, et soit (S, ) la suite des sommes partielles associée. Alors

e la suite (Sy,) est croissante

e la série }_u, converge si et seulement si la suite (S, ) est majorée. Dans ce cas, on a pour

(o)
toutn € N S, < ¥ ug.
k=0 |

Démonstration. Montrons le premier point. Soit alors n € IN. On
n+1 n
Sn+1_5n: Zuk_zuk
k=0 k=0
= Un+1
=0
La suite est donc bien croissante.
Le second point se déduit du théoreme de comportement des suites monotones. O

On peut alors énoncer le théoréme suivant, pour montrer que des séries convergent en se ramenant
a des résultats connus.

Théoréme 3.19
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Soient ) u, et} v, deux séries a termes positifs. On suppose :

e pour toutn € N, u, < v,

e la série ) v, converge.

Alors la série ) u, converge, et

[oe]

(o)
Y un <) v |
n=0 n=0

Démonstration. Notons respectivement (S,) et (T;) les suites des sommes partielles associées
a) u, ety v, Supposons que les hypotheses sont vérifiées. On a alors pour tout n

Uy < 0y, puis S, < Ty

[ee)
D’apres la proposition précédente, comme ) v, converge, on a pour toutn T, < ) v, etla
k=0
suite (S,) est donc majorée par cette limite.

Donc la série ) u, converge, et on a bien 1’égalité demandée. O

Nota : Attention, ce résultat peut devenir faux si les séries ne sont pas a terme positif. Par
exemple, la série Y =1 diverge, alors que Y n% converge.

On se servira aussi de la contraposée de ce résultat : si la série ) u, diverge, alors la série ) v,
diverge.

Théoréme 3.20

Soient Y u, et }_ v, deux séries a termes positifs, telles que les suites (u,) et (v,) soient équi-

valentes. Alors les séries ) u, et ) v, sont de méme nature (i.e. convergent toutes les deux ou |

divergent toutes les deux vers +c0).

Démonstration. La suite (Z_") converge vers 1, et donc a partir d’un certain rang, on a 1 <
n

Up < 3
Un<2'

Onaalors v, <2u,etu, < %vn. II suffit alors d’utiliser le résultat précédent.

O

I NoTa: On peut utiliser le méme type de preuve si u, = o (v,) et que la série }_ v, converge.

Pour pouvoir simplement utiliser ce critére, on parlera généralement de convergence absolue.
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Définition 3.21

On dit qu’une série ) 1, converge absolument si la série }_ |u,| converge.

Proposition 3.22

Une série ) u, absolument convergente est convergente.

Démonstration. Soit donc (u,) une suite telle que Y |u,| converge. On notera pour tout

u, siu, =0 —u, siu, <0

+ —
u, = X et u, = .
" 0 sinon " 0 sinon

Les suites (u;}) et (u;,) sont alors a termes positifs, et on a directement pour tout n

Uy =ub —u, et |uy|=ul +u,.

Mais on a pour tout n
o =
g <ty A+t = [un],

et par comparaison de séries a termes positifs, la série }_u;" converge. De méme, la série ) u,;
converge.

Par combinaison linéaire, la série }_(u;" — u;, ) = Y u, converge. O

On n’utilisera maintenant que des séries absolument convergentes.

Nota: Dans le cas de séries absolument convergentes, I’ordre des termes dans lequel on somme
ne change pas le résultat final.

On peut montrer que dans le cas de séries convergentes mais pas absolument convergentes *,
I'ordre dans lequel on somme les termes de la suite peut modifier le résultat final (théoréme de
Weirstrass).

el Séries usuelles

On utilisera les séries suivantes comme briques de base pour montrer que des séries convergent ou
divergent, en utilisant le théoréme de comparaison.

Proposition 3.23 — Séries géométriques et géométriques dérivées

Soit g € R. Les séries Y q", ¥ ng"'et ¥ n(n—1)g" 2 convergent si et seulement si |q| < 1.
n=0 n>1 n=2

+. on parle alors de série semi-convergente
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On a dans ce cas

n 1 - n—1 1 = n—2 2
=T n = —— et nn—1 = —
PIL e e DL L ey B DL |

Démonstration. On a déja vu le résultat pour la premiere série. Le cas g = 1 étant trivial, on
I'exclut de la preuve.

Pour les deux autres, soient pour tout n les fonctions définies sur R\ {1} par
n n+1

Z 6]

—q

Les fonctions f,, sont alors dérivables, et pour tout x = 1

k1 =g = (n+1)g"(1—q)
k. a-q2

Ainsi, la deuxiéme série converge si et seulement si |g| < 1.

On dérive une deuxieme fois les fonctions f,, pour le dernier résultat. O

Proposition 3.24 — Série harmonique, série de l'inverse des carrés

2. . 1 .
La série harmonique §1 .. diverge.
n>

La série y_ -1 -1 converge. |
n=1

Démonstration. On a déja vu la divergence de la série harmonique.

Soitalorsk € N,k > 2.0On a

1 1
kz\k(k—l)'
et donc en sommant
L | n 1 1 1 1
= e =1+Y = - =14+1--<2.
N T R S I

La suite des sommes partielles est donc majorée, et la série est a termes positifs; elle converge
donc. O

Nota: On pourra se rappeler que
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Proposition 3.25 — Série exponentielle

Soit x € R. Alors la série ) ’,‘1—',[ converge, et

00 n

X
L=
=0 n:
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Exercices

Exercice 1

Etudier la nature des séries de termes généraux donnés, et calculer la somme si la série converge :

h

Exercice 2

® N AW

1L Y

3. Cln(1+1)
5.
7
9

£

n__nan
~Z%

. Yn?g,geR

Diverge.
Diverge.
Diverge.
Converge vers — In(2)
Diverge.
Diverge
5

Converge vers 3.

q .
Converge vers g2 St lg] <1

(
9(9+1) o lq] <1

Converge vers
& (1-9)°

2. Yot

4. YIn(1- 1)
6. Y1

8. Yyng",qgeR

Critére spécial des séries alternées

Soit (u,) une suite décroissante de réels positifs, qui converge vers 0. On note alors pour tout
neN

1. Montrer que (Ayy) et (Az,11) sont adjacentes.

2. Montrer que la série ) (—1)"u, converge.

3. En déduire la nature de la série } %
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1. Soitn € N.On a

2n+2 r 2n r
Apnyz — Az = ) (= 1) u — Y (1) uy
k=0 k=0
= Uzpn42 — Up
<0
La suite (Ap;) est donc décroissante.
2n+3 . 2n+1 )
Apnz = Agprr = ) (D) e — Y (=) ug
k=0 k=0
= Up+1 — U2n+3
>0
La suite (Ap;+1) est donc croissante.
De plus,
2n+1 r 2n r
Appy1 — Agy = Z (—=1)%uy — 2(—1) Uy
k=0 k=0
= Uzp+1
—0

Les suites sont donc adjacentes.

2. Ainsi, les suites (Apy) et (Az,42) convergent vers la méme limite, et donc (A,) converge : la série
converge.

3. Posons u;, = % pour tout n > 1. La suite (u,) est alors décroissante, positive et de limite nulle. En
appliquant le résultat démontré, la série proposée converge.

Exercice 3 Séries de Riemann

n
Soit & € R. On étudie dans cet exercice la série }_ X-. On notera alors pourn € N* S, = } L.
k=1

1. Si a <0, montrer que la série diverge.

2. On suppose alors « > 0, a = 1.

Montrer que

1 k1 dx 1
VkGN*,ig/ — < —.
(k+1)* = Jk

3. En déduire que pour tout n € IN*

1 1
—-1< —1) <5,
Sn+1 1 — <(Tl + 1)0{—1 > Sn

4. En déduire que la série converge si « > 1, et diverge sia < 1.
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1. Il suffit d’utiliser la décroissance de x — xl—ﬁ et la croissance de l'intégrale.
2. En sommant les inégalités précédentes et en calculant I'intégrale.

3. Supposons a > 1. On a alors pour tout n

1 1 1
< — ([— 1)< S
Sn\1+1_a<na1 1)\1”_1

La suite des sommes partielles est donc majorée, et donc la série converge.

Supposons maintenant que « < 1. On a alors

1 1
> 1 .
S 1—« <(n+1)"‘1 > PR

La suite des sommes partielles diverge vers oo, et la série diverge donc.

Exercice 4

Soit f : [1,00[— R une fonction de classe C? de dérivée premiére strictement positive et de dérivée
seconde strictement négative.

1. Montrer que la suite (f'(n)),>2 converge.

2. Montrer que pour tout x > 2,0on a

flr+1) = f(x) < fi(x) < f(x) = fx = 1).

n
3. En déduire que les suites (f(n)),>2 et < Y f (k)> ont le méme comportement asympto-
k=2 >2
tique. !

4. Déterminer la nature de la sére ) W en fonctionde « € R
>

=

1. La fonction f’ est strictement positive, décroissante et continue, et admet donc une limite en +oo. La
suite (f'(n)) converge donc.

2. On applique le théoréme des accroissements finis & f entre x et x + 1 : il existe ¢ € [x, x + 1] tel que

flx+1) = f(x) = f'(e) < f'(%)
car f est décroissante.
De méme, en appliquant le théoreme des accroissements finis entre x — 1 et x, on trouve le résultat.

3. Supposons alors que (f (1)) converge. Alors la série }_(f,) — f(n — 1) converge, et est a termes positifs.
Ainsi, la série ) f'(n) converge.

Supposons que (f(n)) diverge. Alors

et la série diverge.

La fonction f étant strictement croissante, ces deux cas sont les seuls possibles.
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4. Sia =0, on sait que la série diverge.
Sia =1:soit f: x — In(In(x)). La suite (f(n)) diverge vers oo, et donc la série ) f'(x) = ¥ ﬁ(n)
k=2 k=2
diverge aussi.
11
1-aIn(x)*-1"
aussi. De méme, si & < 1, la suite (f(n)) diverge, et la série cherchée aussi.

Sia=0,1:s0it f:x+— Alors si a > 1, la suite (f(n)) converge, et donc la série cherchée

Exercice 5
Soit & €]0, 1[. On définit la suite (u,) par up = « et pour tout n

2
Upi1 = Uy — Us.

1. Etudier la suite (u,) (variations, limites).

2. Montrer que la série ¥ 12 converge, et calculer sa somme.
n

Un
Unt1

3. Montrer que la série ) In ( ) diverge, et en déduire la nature de ) u,.

1. Un carré étant toujours positif, il est clair que (u,) est décroissante. On montre facilement par récur-
rence que Vn € N, u,, €]0,1], et donc (u,) est minorée par 0. Donc (u,) converge.

Sa limite ¢ vérifie nécessairement ¢ = ¢ — ¢2, et donc ¢ = 0.

2. Onapour toutn € N

n n
ZM%: Zuk_”kJrl
= =0

k=0

Uo = Un41
<a
La série a termes positifs Y u2 est donc majorée, et donc converge. Le calul précédent montre que
[e.0)

u? =a.
n=0

3. Onapour toutn € N

La série diverge donc.

On a ensuite, par équivalents usuels,

Uy B 1 _ B N
ln(unH)_ln(l—un)_ In(1 — uy) ~ uy.
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A partir d'un certain rang, on a donc

1
Up > 1n< i >
2 Upi1

et par comparaison de séries a termes positifs, la série ) u, diverge.

Exercice 6

-1
On considere la suite (v,) définie par v, = (n}: ]1(> —In(n).

. Montrer que la suite (v,11 — vy,) est positive pour n > 2.
. En étudiant la fonction f: x — x —In(1+ x) — %xz, donner une majoration v,1 — vy.
. Montrer que la série ) v,11 — v, converge, puis que (v,) converge.

. En déduire un équivalent de la série harmonique.

. On a directement . ) .
Uil —Un = —In(n+1)+1In(n) = - —ln(1+;) >0.

. On montre facilement par étude de fonction que In(1+ x) > x — 3x2, et donc la fonction f est négative.
On a donc pour tout n

Upy1 — Un < 2
. Par comparaison de séries a termes positifs, la série ) % convergeant, la série ) v,,1 — v, aussi. La
suite (v, ) converge donc.

L)

L ¥
. Notons v la limite de (v,). On a alors lnv(—’;l) — 0, et donc ln"(:n%l) — 1.
On adonc H, ~ In(n +1) ~ In(n).

Exercice 7 Critére d’Abel

n n
Soient (a,), (b,) deux suites numériques. On pose A, = Y a; et B, = Y by. On pose aussi

k=0 k=0

n
cn =Aub,etCy, =Y ¢

k=0

n—1
1. Montrer que C,, = A;B, — ) ax41Bx
k=0

2. Soient (u,) et (v,) deux suites. On suppose

n
e la suite (Z vk) est bornée
k:O n
o u, —0
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e lasérie ) (uy41 — uy) est absolument convergente.

Montrer que la série ) u,v, converge.

1. On adonc

n
Cn =Y Ay
k=0
n
= AoBo+ Y _ Ax(Bx — Bx_1)
k=1
- 1
=Y ABr—) +i5Aki1Bk
k=0
n—1
= AuBn — ) (Ags1 — Ax) By
k=0
n—1

= AnBn — 2 A+1 Bk
k=0

2. On pose pour tout n : ag = Uy, a, = Uy — U,_1 by = vy, de sorte que pour tout n, A, = uy.
La suite (B,) est donc bornée : soit M un majorant. La suite (A, ) tend vers 0, donc est bornée en valeur
absolue : soit N un majorant.

On a donc pour tout n

n n
Z U0 = Z Anbn
k=0 k=0
n—1

= AuBn — Z ag1Bg
k=0

Or pour tout k, |a;1Bx| < May, 1, terme général d’une série convergente, et donc Y a;, 1By converge

absolument.
On a donc
n [
Z WOk =7 Z A+1Bg.
k=0 k=0
Exercice 8

n
On pose pour toutn S, = ), k%
k=1

1. a) Soienta > 1 etk > 2. Montrer que

/k+1dt<1</‘kdt
k t“\k“\kflt“.

b) En déduire que quand n — oo,
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. Soit f de classe C! sur [0, 7t]. Montrer que quand 1 — oo

/f <2n+1)>dt—>0.

Au(t) = % + ki cos(kt).
—1

. On pose pour tout t €]0, 7]

Vérifier que pour tout ¢ €]0, 7t],

sin((2n + 1)t/2)‘

Ault) = 2sin(t/2)

On pourra utiliser la formule sin(a) cos(b) = 1 (sin(a + b) + sin(a — b)).

. Déterminer deux réels a et b tels que pour toutn > 1,

"TT
/ (at? 4 bt) cos(nt) dt = lz
0 n
. Montrer qu’alors
T T2
/ (at? + bt) A, () dt = S, — <
0

. En déduire que (S,) converge, et donner sa limite.

. En déduire le développement

a) Par décroissance de la fonction f — t%, on a donc pour tout t € [k, k+1]: ti,x < kia, et on trouve
I'inégalité de gauche par croissance de l'intégrale.

L’autre inégalité est similaire.

b) On somme les inégalités précédentes pour k entre n et N :

N+1 N N
/ ﬂ < Z l < / g,
" o = e n_1 &

puis en calculant les intégrales :

1 ([ 1 Z 1 1 c ! 1
a—1\ (N+1)2-1 n”‘l k”‘\tx—l Nesl D (n—1)2-1) S a—1(n—1)a1

La suite (Z,I(\]:n kl“) N est donc croissante et majorée, donc converge, et en passant a la limite dans

I'inégalité précédente :
1
a—1ne-l1

B S
ke = 1(11—1)“ b

=n

.

et on en déduit facilement que

111
=k a—1ntl
=n
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2. On fait une intégration par parties avec les fonctions u: t — f(t) et v: t — n;+21 cos ((2";1”). Ces

fonctions sont bien de classe C!, et donc
/Onf(t) sin <(2”2+1)t> dt = /Oﬂu(t)v’(t) dt
T T !/
= W(E(]f — [ (el dr

=51 (10— () ) [ (B2 o

Le premier terme tend vers 0, et pour le second, on note que par inégalité triangulaire et croissance de

l'intégrale
2 7, (2n + 1)t 2 T,
. A < ,
2n+1./0 f(t)cos( 2 )dt \Zn—l—l./o F®lat

Ainsi, le second terme tend aussi vers 0, et donc on retrouve la limite demandée.

3. Ona

_1 4 cos <(n + 1)t> sin ((nt)

2

4. Avec deux intégrations par parties, on trouve facilement
T 1
/ (af? + b) Ay (1) cos(nt) di = — ((2a7t+ ) (—1)" — b).
0

On peut donc prendre a = % etb = —1.

5. On a alors, par linéarité de l'intégrale

a2+ bnantd— L [T(E [ (a4 bt) cos(kt)
/0 (at® + bt) Ay (t) t—i/o (Zn—t)+k§/0 (at? + bt) cos(kt) dt
1 £1"
—z[e‘zh”n
2
7T
=6 o
6. Soit f la fonction définie sur [0, 7| par
bt
YVt e [0, 7'[], f(t) = 2sin (%)
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La fonction f est clairement de classe C! sur |0, 77]. Etudions la dérivée en 0 :

at?+bt 1
F(£) = £(0)  2sin(4) ©
t—0 t
at+b 1
2sin (L) |t

et

7. On a alors

par la question 1b.



