Introduction aux probabilités

Rappels de dénombrement

On rappelle dans cette partie quelques définitions et propriétés combinatoires.

Définition 4.1

On dit que deux ensembles E et F ont le méme cardinal s il existe une bijection entre E et F.

On dit alors qu'un ensemble est fini s’il existe un entier n tel que E ait le méme cardinal que
[1,1]; on appelle alors ce n le cardinal de E, noté Card(E). |

On peut alors calculer les cardinaux de certains ensembles utilisant les opérations usuelles :

Proposition 4.2

Soient E et F deux ensembles finis. Alors
e Card(EUF) = Card(E) + Card(F) — Card(E N F)

e Card(E x F) = Card(E) Card(F)
e Card(P(E)) = 2Card(E)

_

Regardons maintenant quelques objets combinatoires usuels. On se fixe un ensemble fini E de car-
dinal n.

Proposition-Définition 4.3

On appelle p-liste de E tout élément de E?.

_

Ilya n? p-listes de E.

On peut voir les p-listes comme le nombre de fagons de choisir p éléments parmi n, avec remise.
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Proposition-Définition 4.4

On appelle p-arrangement de E toute p-liste dont les éléments sont deux a deux distincts.

llya A} = (nf’p)! p-arrangements de E.

_

On peut voir les p-arrangements comme le nombre de fagcons de choisir p éléments parmi n, sans
remise.

Proposition-Définition 4.5

On appelle permutation de E tout n-arrangement de E sans répétition.

Il'ya n! permutations de E.

_

On peut voir les permutations comme le nombre de facons d’ordonner # objets.

Proposition-Définition 4.6

On appelle p-combinaison de E toute partie de E a p éléments.

lya () = p!(n"—ip)! p-combinaisons de E.

_

On peut voir les p-combinaisons comme le nombre de fagons de choisir p éléments parmi 7, simul-
tanément.

Pour résumer, on peut dresser le tableau suivant, qui compte le nombre de fagons de choisir p
éléments parmi n :

Avec répétition | Sans répétition
Avec p-liste p-arrangement
Ordre np Al = (nf!r,)!
Sans p-suite p-combinaison
Ordre (n+£_1) () = p!(nnip)!
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Espaces probabilisés, Tribus

Définition d’espace probabilisé
On va dans cette section étendre le concept d’espace probabilisé a des univers qui ne sont pas né-
cessairement finis.

Seules certaines parties de 1'univers pourront alors avoir une probabilité : celles appartenant a une
tribu :

Définition 4.7

Soit () un ensemble. On dit qu'une partie 7 de P(Q)) est une tribu (ou une o-algebre) si :

e Nec T

e 7 est stable par complémentaire, i.e.

VEe€T, O\Ee T

o T eststable par union dénombrable, i.e.

VEi,...,En,...€T, | JE €T.
i=1

Les parties de T sont alors appelées événements. |

‘ ExempLE : Pour un univers ), la tribu grossiere T, = {@, (1} est une tribu.

La tribu discreéte 7 = P(Q) est une tribu.

I Nota: Dans le cas d’univers finis ou dénombrables, on utilise trés souvent la tribu discrete.

Proposition 4.8

Soient () un univers et 7 une tribu sur Q). Alors

e QecT

o T eststable par intersection dénombrable, i.c.

VEi,...,En,...€T, (E€T. |
i=1

Fixons un peu de vocabulaire :
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Définition 4.9

Soit () un univers muni d’une tribu 7.

e () s’appelle événement certain

o O s’appelle événement impossible

e Deux événements E et F sont incompatibles si E N F est 1’événement impossible. |

On peut alors, comme dans le cas d"un univers fini, parler de systeme complet d’événements.

Définition 4.10

Soit (E;)jc; une famille d’événements, avec I au plus dénombrable. On dit que cette famille est
un systéme complet d’événements si

e Les événements E; sont incompatibles deux a deux, i.e.
Vijjel, i#zj=ENE =0

e Les événements E; recouvrent l'univers, i.e.

UE=Q.
i€l

II suffit maintenant de munir notre univers d’une notion de mesure pour pouvoir calculer des pro-
babilités.

Définition 4.11

Soit Q2 un univers muni d’une tribu 7. On appelle probabilité sur (), T') toute application IP :
T — R vérifiant :

e VEcT,P(E)>0
e P(O))=1

o P est o-additive, i.e. pour toute famille au plus dénombrable (E;);c; d’événements deux a
deux incompatibles,

P(U&):ZPMJ

icl icl

Un espace probabilisé est alors la donnée d’un univers (), d"une tribu 7 sur cet univers et d'une
probabilité IP sur (Q2, T). |
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Nota: On note en particulier que la r-additivité est vraie pour toute famille finie d’événements,
et en particulier pour deux événements incompatibles :

VE,F €T, ENF=0@= P(EUF) =P(E) + P(F).

Dans le cas d’une famille infinie dénombrable, on note que la série converge toujours : elle est a
termes positifs, et est majorée par 1.

Proposition 4.12

Soit (Q), P, T') un espace probabilisé. Soient A, B € 7. Alors

e P(A) €10,1]
e P(O)=1etP(®) =0

P(A) =1 P(A)

A C B = P(A) < IP(B) (croissance)

e P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB)

e P(AUB) < P(A) + P(B) |

| Démonstration. Les preuves sont les mémes que dans le cadre d’un univers fini. (R |

Définition 4.13

Soit (Q), 7, P) un espace probabilisé. Soit E € T.

e On dit que E est un événement presque siir (ou presque certain) si P(E) = 1.

e On dit que E est un événement négligeable si IP(E) = 0. |

| Notma: Attention a ne pas confondre 1’événement certain avec les événements presque sdrs.

ExempLE : On joue a pile ou face, et on arréte le jeu dés qu’on obtient "pile".

Notons F; I'événement "Le jeu s’arréte avec le i-iéme lancer”, et F ’événement "Le jeu s’arréte".

e}
Onaalors F = |J F, et les F; étant incompatibles deux a deux, par c-additivité,
i=1

[ee] (o]

P(F) = Y IP(F) =

i=1 i=1

| —

- =1.
1

N

F est donc un événement presque stir.
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On retrouve aussi la formule des probabilités totales :

Proposition 4.1 4 — Formule des probabilités totales

Soit (E;)ic; un systeme complet d’événements d'un espace probabilisé (Q2, 7, IP). Alors pour
tout événement F, on a
P(F) = Y P(FNE).
iel

_

On note que dans le cas d'un univers dénombrable muni de sa tribu discrete, il suffit de donner les
probabilités des singletons pour construire une probabilité par c-additivité :

Théoréme 4.15

On écrit Q) = {w; | i € N}. Soit (p;)ic; une suite de réels positifs.

Alors si la série ) p; converge et est de somme 1, il existe une unique probabilité P sur
(Q,P(Q)) telle que Vi € N, P({w;}) = pi.

On a alors pour tout événement E :

P(E)= ) pi.
ieIN
w;€E

_

#-B-3 Probabilités conditionnelles

Proposition-Définition 4.16

Soit (QQ, 7, P) un espace probabilisé. Soit B un événement tel que IP(B) = 0.

Alors I'application
T — [0,1] )
]PB . ANB
A — P (B)

est une probabilité sur (Q, T).

Cette probabilité s’appelle probabilité conditionnelle relativement a B , ou probabilité sachant B .

o

| Nota: On trouvera aussi la notation IP(A | B) pour désigner Pp(A).

On peut reformuler la formule des probabilités totales.

Proposition 4.17 — Formule des probabilités composées

Soient A et B deux événements d'un espace probabilisé (). Alors
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e SilP(A) 20,
P(ANB) =P4(B)P(A).

e SiP(B) =0,
P(ANB) = P3(A)P(B).

_

Proposition 4.18 — Formule des probabilités totales

Soit { A;}ic; un systéme complet d’événements, chaque A; ayant une probabilité non nulle. Soit
B un événément.Alors

P(8) = L P (BP(4),

En particulier, si A et B sont des événements, A de probabilité non nulle, alors

P(B) = PA(B)P(A) + P4(B)P(A).

_

Nota: On note qu’on peut affaiblir légérement les hypotheses de cette derniere proposition. 11
suffit que les A; soient incompatibles deux a deux, et que Y ;c;P(A;) = 1, en utilisant la conven-
tion

P(A;) = 0= IP(A;)P4 (B) = 0.

Proposition 4.19 — Formule des probabilités composées

Soient Ay, A, ..., A, des événements d'un espace probabilisé.
On suppose P(A1N---NA,_1) #0.
Alors .
P (ﬂ Ai) =P (A1)Py4, (A2)P 4,04, (A3) - PP a,nayn-na, o (An)-
i=1

_

Proposition 4.20 — Formule de Bayes

Soient A et B de probabilités non nulles. Alors

P (B) = ]PB(A)%.

_

el Indépendance

Définition 4.21
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Deux événements A et B d"un espace probabilisé sont dits indépendants si

_

P(ANB) =P(A) x P(B).

Proposition 4.22

P(B) ousiPg(A) =P(A).

Définition 4.23

Soient (A;)ic; une famille finie ou dénombrable d’événements d’un espace probabilisé. On dit
qu’ils sont mutuellement indépendants si pour toute partie [ de |,

Soient A et B de probabilité non nulle. Alors ils sont indépendants si et seulement si P4(B) = |

P (ﬂ Ai) =T]P(A).

ic] i€]
On dit qu'ils sont deux & deux indépendants si Vi # j € I,IP(A; N A;) = P(A;)P(A)). |

Attention a ne pas confondre les différentes notions d’incompatibilité, d'indépendance deux a deux
et d’'indépendance mutuelle.

ExempLE: On considere deux dés a six faces équilibrés, un rouge et un bleu. On peut alors donner
des exemples :

o il existe des événements indépendants, pas incompatibles : le dé rouge donne un 2 et le
bleu un 1

o il existe des événements indépendants, incompatibles : le dé rouge donne un 7 et le bleu
un 1

o il existe des événements pas indépendants, incompatibles : le dé rouge donne un 1 et la
somme des deux un 8

e il existe des événements pas indépendants, pas incompatibles : le dé rouge donne un 3 et
la somme des deux un 8

De plus, considérons les événements A; : le dé rouge est pair, A, : le dé bleu est pair, Az : la
somme est impaire.

On a alors

P(A;N AN A;3) =0%= - =P(A])P(A)P(A3),

| =
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donc les événements ne sont pas mutuellement indépendants, mais pour tous i, j

P(AiNA) = }L — P(A)P(A)).
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Exercices

Exercice 1

On appelle partition d’un entier n toute suite d’entiers ay, ..., ai telle que n = ay + - - - + ay.

k
On cherche la partition d’un entier quelconque maximisant le produit [ a;.
i=1

1. Donner ces partitions maximisant le produit pour les entiers de 2 a 9.

2. Soitn > 5. Soit a; < - - - < a; une partition de n maximisant le produit.

Montrer que les a; sont inférieurs ou égaux a 4.
3. Montrer qu’on peut ne prendre que des coefficients inférieurs a 3.
4. Montrer que a; > 2.
5. Montrer qu’il y a au plus deux 4; égaux a 2.
6. Conclure. Indication : on pourra regarder le reste de n dans la division par 3.

7. Ecrire un programme Python prenant en paramétre un entier 1, et renvoyant la partition (sous
forme de liste) maximisant son produit.

1. On peut écrire

e 2=2

e 3=3

e 4=242

e 5=2+43

e 6=34+3

e 7=2+42+3
e 8=2+3+3
e 9=3+3+3

2. Supposons qu’il existe un a; supérieur ou égal a 5. Alors, en remplagant ce a; par 3 + (a; — 3), ce facteur
augemente le produit 3(a; —3) = 34; —9 = a; + (24; — 9) > a;.

3. Siun coefficient vaut 4, on peut le remplacer sans changement par 2 + 2.
4. S'ily avait trois a; égaux a 2, alors on pourrait les remplacer par 3 + 3, ce qui augmenterait le produit.
5. Finalement, on a les décomposition suivantes :

e sin=23p,alorsn =343+ ---+4 3,3 apparaissant 3 fois
e sin=3p+1,alorsn =2+2+3+ -+ 3,3 apparaissant p — 1 fois
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e sin=3p+2alorsn =2+3+---+3,3apparaissant p fois.
6. On peut écrire le programme suivant :

def decomposition(n):
p=n//3
if n%3 == 0:
return *[3]
elif n%3 ==
return [2,2]+(p-1)*[3]
else:
return [2]+p*[3]

Exercice 2

On souhaite déterminer le nombre a,, de manieres de recouvrir un damier de dimension 2 X n avec
des pieces de dimension 1 x 2.

1. Calculer a, pourn =1,2,3.
2. Déterminer a, pour tout n.

3. Montrer que pour 1 assez grand, on a

1
1 1+\/gn+

* 2

1
ﬂn: E

S

1. Ontrouvea; =1,a; =2etaz = 3.
2. Considérons un damier de taille n — 2 x 2. Alors deux cas se présentent :

e sile carré en haut a gauche est occupé par un domino vertical, il reste un damier de taillenn — 1 x 2
a recouvrir
o sile carré en haut a gauche est recouvert par un domino horizontal, alors le carré en bas a gauche
aussi, et il reste un damier de taille n x 2 a recouvrir.
Finalement, on obtient la relation a1 = a,11 + a,.

On reconnait une suite linéaire d’ordre 2, et on trouve :

Vn € N*,ﬂn — n+1 &ﬂ‘f’l) ,

1 (¢
V5
avecp = J(1+5) et = 1(1—/5).
3. Posons alors u, = % + %4)““ — ay. Alors (uy) converge vers %, et sa partie entiere est donc nulle &
partir d’un certain rang. D’ot1 le résultat cherché, a, étant un entier.
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Exercice 3

On consideére une marche aléatoire sur les sommets d’un carré ABCD. Lorsqu’on est sur un sommet,
on se déplace sur un des deux sommets placés sur la méme aréte avec probabilité % ou on reste
sur place avec probabilité % On effectue ainsi n déplacements indépendants. On suppose qu’on se
trouve initialement en A.

On pose A, = "apres n déplacements on se trouve sur le sommet A", et a, = P(A,). On définit de
méme B, C,, Dy, by, c,etd,.

1. Donner un systéme de relations de récurrence vérifiées par a,, by, c, etd,.

2. Ecrire ce systéme de relations a I’aide d"une relation matricielle. On pourra poser X, = ,

et trouver M telle que X,,11 = MX,,.

3. On pose B = 3M — Iy, | la matrice ne contenant que des 1, et K la matrice de coefficient (i, f)
(_1)i+j'
Montrer que
Bn — 271—2] + (_1)71271—21(.

4. En déduire que

1 1 1
M :3n14+4<1‘>’

G-

5. En déduire I'expression de a,, by, ¢, et d, en fonction de n.

6. Déterminer les limites des quatres suites. Comment peut-on 'interpréter ?

1. On a par exemple

Apy1 = %(an + by +dy).
On trouve en fait le systeme
ap+1 = %(”n + by +dn)
byi1 = %(an + by + Cn)
Chtl = %(bn +cn+dp)
dyy1 = %(ﬂn +con + dn)

2. On peut alors écrire

Xl’l+1 = = Xn .

_ O = =
O = ==
e e =)
_ = O
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3. On a donc

=)
O R O -
_ O = O
O = O =

Montrons la formule donnée par récurrence :
e pourn =1,onabien B= (] -K).
e soitn € IN*; on suppose B" = 2"2] 4 (—1)"2"~2K. On note que

01 0 1 1 1 1 1
1 010 1 1 11
B] = 01 0 1 1 1 1 1 =2]
1 01 0 1 1 1 1
et
01 0 1 1 -1 1 -1
1 010 -1 1 -1 1
BK=10 1 0 1 1 -1 1 -1 —2K
1 01 0 -1 1 -1 1
On a alors
Bn+1:BB'rl

=2""2B] 4 (—1)"2""2BK
_ 2?171] + (_1)n+12n71K

4. OnaM = %(B + I4), et les matrices commutant, par le bindme de Newton
1 (& (n
M'=_ 1Y ( )Bk>
5 (L0
1 " /n
(£GP
1
<I4+ L (32 >’fz“f<)
= fan ey (M) 2+ (Rt
4 x 3n k

k=1

- 1 (414+Z( )ZkanZi( ) kz"1<)

- 13n (4 -+ (3 = 1]+ ((-1)" = 1K)

1 1 1 1 1\, 1
=gt () ((3)r 3 X

5. Onnote que Xy = (1,0,0,0), et que pour tout n

X, = M"Xo.
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On a dong, apres calculs

an = gogr (3" +2+ (-1)")
bn - 4><13n (Sn - (_1)11)
on = g (3" -2+ ()—1)")

6. Les quatre suites tendent donc vers . Au bout d’un certain temps, les probabilités d’étre sur n’importe
lequel des sommets sont donc les mémes.

Exercice 4

On considere une urne contenant des boules noires, blanches et rouges. On tire successivement,
avec remise, dans 1'urne. On note B; (resp. Nj, resp. R;) 'événement "Le i-ieme tirage est une boule
blanche (resp. noire, resp. rouge)".

Exprimer les événements suivants :

1. La premiere boule rouge apparait au n-ieme lancer
2. 11y a une boule blanche dans la suite de boules tirées

3. On ne tire jamais de boule noire

Exercice 5

Des joueurs Aq,..., Ay ..., s'affrontent de la maniére suivante : chaque manche oppose deux
concurrents qui ont chacun la probabilité 1 de gagner. La premiére manche oppose A; et Ay, et
al’étape n, si elle a lieu, le gagnant de la manche précédente affronte le joueur A, ;1. Le jeu s’arréte
des que, pour la premiere fois, un joueur gagne deux manches consécutives.

1. Quelle est la probabilité que l'étape n ait lieu?
2. En déduire que le jeu s’arréte presque stirement.

3. Quelle est la probabilité que le joueur A, gagne?
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1. Notons E, I'événement "la n-ieme manche a lieu". On a alors P(E;) = 1 et P(E;) = 1.
De plus, on a pour tout n € N*, n > 2, Pg, (E,41) = %, et donc, comme E,; 11 C Ey,onaP(E, 1) =
1P (E,).
Finalement, on a P(E;) = P(E;) = 1 et pour toutn > 2, P(E,) = 2}—,2
2. Notons S, I'événement "le jeu s’arréte exactement a 1'étape n". On a alors
1
on—1°

La probabilité que le jeu s’arréte est donc donnée par, par incompatibilité des S, :

P (i[j Fﬁ) = filP(Fﬁ)
n=2 n=2

21
i1

]P(Sn) = H)(En) - H)(Enﬂ) =

221’!

n=2
=1
1
on—=3*

3. Soit n > 3. La probabilité que A, joue aujeu est P(E,_1) =

_1
on—1-*

La probabilité qu’il joue et gagne sera
donc de %2,}—4 =

Les probabilités que les joueur A; et A, gagnent est de %.

Exercice 6 Lemme de Borel-Cantelli

Soit (Ay)nen une suite d’événements dans un méme espace probabilisé. On note A : "une infinité
d’événements parmi les A; sont réalisés".
1. Exprimer A en fonction des A;.

2. Montrer que si la série }_IP(A,) converge, alors P(A) = 0.

1. Ona A = ﬂ U Ayg.
n=0k=n
2. On note que pour tout 7,

P(A) <P (U Ak>

k>n
< ) P(Ay)
k=n
—0

Ainsi, P(A) = 0.

Exercice 7

Alice et Bob jouent a un jeu. Alice lance deux fois une piece équilibrée. Bob ne lance qu'une fois
une piece truquée, donnant Pile avec probabilité p.

Un joueur gagne la partie s'il fait strictement plus de Face que 1’autre. En cas d’égalité, ils rejouent.
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1. A un tour donné, quelle est la probabilité ¢ d’une égalité ? Quelle est la probabilité a qu’Alice
gagne? Celle B que Bob gagne?

2. Calculer les probabilités a que Alice gagne la partie, et b que Bob gagne.
3. Montrer que le jeu s’arréte presque stirement.

4. Pour quelle valeur de p le jeu est-il équitable ?

1. On a une égalité si et seulement si Alice et Bob font tous les deux 0 ou 1 Face.

La probabilité qu’ils fassent tous les deux O Face est de %% p = L, etla probabilité qu'ils fassent tous les

deux 1 Faceestde 33(1—p)+ 33(1—p) = PTP

. . o 2—
On a finalement par incompatibilité e = .

A . . . 142 1-
De méme, en énumérant les cas possibles, on trouve o = % et p=—L.

2. Par la formule des probabilités composées, la probabilité qu’Alice gagne la partie lors de la n-ieme
étape est, en notant E; I'événement "Il y a égalité au tour i et A; I'événement "Alice gagne au tour ;" :

P(E;N---NNE,_1NA,;) =¢" la
Ces événements sont incompatibles deux a deux, et la probabilité a vaut donc

a:ien_la: o :1+2p
= 1—e 24p°

S

A - B _1-
De méme, on montre que b = 1=, = 57,

N
=

3. Onaa+b =1, donc le jeu s’arréte presque stirement.

4. Lejeu est équitable si et seulement sia = b, i.e. si et seulement si p = 0.

Exercice 8

On tire un entier naturel non nul au hasard, la probabilité d’obtenir 1'entier n valant zin On note
alors pour tout k Ay I'événement "L’entier tiré est multiple de k".

1. Montrer qu’on a bien défini une probabilité sur IN.
2. Calculer la probabilité des événements Ay pour k € IN*.
3. Calculer la probabilité de I'événement A, U As.

4. Soient p,q > 2. Montrer que A, et A; ne sont pas indépendants.

1. Onabien 5; > Oetlasérie Y 5 converge, de somme 1. On a donc bien défini une probabilité.
n>1
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2. Soit k € IN*. On a alors
P(Ay) = ), P({k(})
LeIN*
- 1
(eIN* 2k€
1

2k —1

3. D’apres la formule du crible, on a
P(Ay U A3) = P(A2) +P(A;3) — P(Ax N A3)
=P(Az) +P(A3) —P(As)
1 1 1

TI-178-1 61

_®
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4. Si A, et A; étaient indépendants, on aurait, en notant m le plus petit multiple commun de p et g

2M = 2P*T 2P 2142,

Le membre de gauche est divisible par 4, mais pas le membre de droite, on a donc une contradiction.

Exercice g

Une urne contient une boule blanche et une boule noire. On effectue une infinité de tirages dans
cette urne : a chaque tirage, on note la couleur de la boule tirée, on la remet dans 1'urne, et on rajoute

une boule noire.

On note les événements

e B, :"On tire la premiére boule blanche au n-ieme tirage"

e N, :"On tire la premiere boule noire au n-ieme tirage".

1. a) Montrer que pour tout 7 € N*, P(Ny) = ;; — tiqy1-

b) En déduire qu’on tire presque stirement une boule noire

2. a) Montrer que pour toutn € N*,IP(B,,) = m

b) En déduire qu’on tire presque stirement une boule blanche.

1. a) Onnoteque N, = N;N---NN,_1 N N,. Onadonc par la formule des probabilités composées
IP(N”) = ]P(N1)]PN71(N2) e ']Pﬁlmmmm(Nn—l)Pﬁlmmmm(Nn)
11 1 n
23 nn+l
1
BCES
1 1

n! (n+1)!
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b) La probabilité d’obtenir une boule noire est donc
P (U Nl-) =) P(N;) =1
i=1 i=1

2. a) De la méme facon, on trouve

12 n-1 1 1
23 n n+l1 nn+1)

P(El&):l.

On dispose d'une infinité d"urnes U,, n > 2, contenant des boules noires et blanches. On tire suc-
cessivement dans les urnes Uy, puis Us, efc. jusqu’a obtenir une boule noire. On note A, I’événement
"On tire une boule noire dans 'urne U,,", et A I'événement "Le jeu s’arréte" :

b) Ennotant que —1— = % - %—‘rl’ ona

n(n-+1)

Exercice 10

1. On suppose que 'urne U, contient n boules dont une noire.

a) Calculer la probabilité de A,,.
b) En déduire la probabilité de A.

2. On suppose que 'urne U, contient n? boules dont une noire.

a) Montrer que P(A,) = m

b) En déduire la probabilité de A.

Notons que pour tout n > 2

Ap=AN---NA,_1NA, et A= ] An
n=2

1. a) Par la formule des probabilités composées, on a donc

]P(An) = ]P(TZ)IP/TZ(E) e 'H)Aizm...mm(Anfl)H),sz...mm(An)

12 n-21

23 n—1n

_ 1
n(n—1)

b) On a donc

P(A) :in(nl—l) —1
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2.

a) De la méme facon, on a

b) On a donc

n—112
kv —1 1
P(A,) = —
(ﬂ) ll:[z kz nz
—1k+1
:nzn
1 1 n
S om2n—12







