Intégrati run
intervalle quelconque

Intégration sur un segment

Commengons par rappeler la définition d"une intégrale sur un segment.

Définition 5.1

Soit f une fonction continue sur le segment [a,b]. On appelle intégrale de f entre a et b 1aire
algébrique comprise entre la courbe de f et 1’axe des abscisses, dans un repere orthonormé.

On note ce réel | ah f,ou [ ah f(t) dt, la variable t étant muette.

Théoréme 5.2 — Sommes de Riemann

Soit f une fonction continue sur un segment [4, b]. Alors les suites

<b;“']§f(a+kb;“>)n et (b;”éf(wk’”;“))n

b
convergent toutes les deux, vers / f(t)dt.
a

_

Nota: On utilise en général ce théoreme pour calculer des sommes, en prenanta = Oetb = 1.
On a alors

1 n—1 k 1 d 1 n k 1 d

— - = t)dt et - - | = / t)dt.

SLI(3) = [ rwar e LY r(T) = [

En pratique, on utilise souvent le théoréme suivant :

Théoréme 5.3 — fondamental de l'analyse

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Alors pour tout a € I, la fonction

I — R
x — [Tf(H)dt
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est la primitive de f qui s’annule en a.

En particulier, pour tous a < b € I et toute primitive F de f sur [a, b],

/bf(t) dt = F(a) — F(b). |

Résumons les propriétés de l'intégrale, avec des notations évidentes :

Proposition 5.4

L'intégrale sur un segment vérifie les propriétés suivantes :

e Linéarité : , \ ,
[r+agmai= [ fwaeea [ gt

e Relation de Chasles :

/acf(t)dt:/abf(t)dt—l—/bcf(t)dt.

Inégalité triangulaire :

| "f) at| < [ " F(0))

e Positivité : ,
vt € [a,b], f(£) >0 j/ F(£)dt > 0.
e Croissance: , ,
vxela bl f(x) <glx) = [ fHde< [ gt
a a
e Cas de nullité de I'intégrale d"une fonction positive :

b
f positive et /f(t)dtzO = f=0.

_

On a alors deux résultats pour nous aider a calculer des intégrales :

Théoréme 5.5 — Intégration par parties

Soient 1, : [a,b] — R deux fonctions de classe C!. Alors

b b
/ u(t)o'(t) dt = u(b)o(b) — u(a)o(a) — / W' (1)o(t) dt. |
a a
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Soit f une fonction continue sur [a, b]. Soit u une fonction de classe C! sur [a, b]. Alors

/L:::)f(x) dx = /abf(u(t))u’(t) dt. |

Intégration sur un intervalle quelconque

Définitions

On veut maintenant pouvoir, dans certains cas, étendre la définition d’intégrale a des fonctions
définies sur des intervalles quelconques (ouverts, fermés ou semi-ouverts).

Définition 5.7

Soit I = [a,b[,a € Retb € RU {400}, etsoit f : I — R continue.

On dit que l'intégrale f: f(t) dt est convergente si la fonction x € I — [ f(t) dt admet une
limite finie en b.

Dans ce cas, on note

/abf(t) dt = lim /uxf(t) dt.

Sinon, on dit que l'intégrale est divergente.

_

On définit de la méme fagon la convergence d’une intégrale sur un intervalle semi-ouvert a gauche.

Définition 5.8

Soit I =|a,b[,a,b € RU {—o00, +o0} non vide. Soit f : I — R continue.

On dit que l'intégrale [ ab f(t) dt est convergente si, pour un ¢ € I, les deux intégrales [ f(t) dt
et [ Cb f(t) dt convergent.

_

Nota : Dans le cas ol la fonction intégrée n’est pas continue en un nombre fini de points de
I'intervalle, on étudie la convergence des intégrales sur chacun des intervalles ot la fonction est
continue.

Méthode

Pour montrer la convergence d’une intégrale sur un intervalle ouvert |a, b| :
e On choisit un réel c dans I'intervalle

e On montre la convergence sur |a, c|
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I e On montre la convergence sur [c, b|. ‘

Voyons un premier exemple fondamental :

Proposition 5.9 — Intégrales de Riemann

Soita € IR.

© dt
e L’intégrale / Ja converge si et seulementsi o > 1.
1

Ve L dt . .
e L'intégrale / Ja converge si et seulement si « < 1.
0

Démonstration. Commengons par le cas a = 1. Une primitive de t — 1 est donc In, et les deux
intégrales divergent donc.

On suppose maintenant &« = 1. Notons qu’une primitive sur t — =+ sur R* est donnée par
F +

P L1

1—a a1

e Onadonc, pour x > 1

vdt_ 1 (1
11— \xo1 ’

—— 0, et I'intégrale converge.
X—00

On a alors deux cas :

— Sia > 1, alors x

- Sia <1,alors = —— 400, et 'intégrale diverge.
x X—00

e Onadong, pour x €]0,1]:

tdt_ 1 (1
B 1« ot )

Cette quantité converge si &« < 1, etdivergesi a > 1.

| Noma: Onremarque donc que les intégrales de Riemann ne convergent jamais sur R ..

iz-l Propriétés

La positivité et la croissance de l'intégrale restent vraies, sous réserve de convergence :

Proposition 5.10
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Soient f, ¢ :]a, b[— R continue, a,b € R U {—o0, +-00}. On suppose que les intégrales fab f(t)dt
et [ ab g(f) dt convergent. Alors

e si f > Osur|a,b|, alors fab f(t)dt > 0 (Positivité)

e sif < gsurla,b|, alorsf f(t)dt < f ¢(t) dt (Croissance)

. sif>Osur]a,b[etfahf(t)dtzO,alorssz |

La linéarité demande un peu plus d’attention :

Proposition 5.11

Soient f g :la,b[— IR continue, 2,b € RU {—c0, 40}, et soit A € R. On suppose que les inté-
grales f , f(t)dtet f g(t) dt convergent. Alors l'intégrale [ ub (f(t) + Ag(t)) dt converge, et

/ab(f(t) +Ag(h) dt = /abf(t) dt+/\/ubg(t) dt. |

Nota: Attention, la réciproque est fausse : on peut toujours "rassembler” deux intégrales conver-
gentes, mais on ne peut en général pas "séparer” une intégrale convergente.

ExempLE : Etudions I'intégrale f2 t2 ;- La fonction intégrée est continue en 2, donc l'intégrale y
converge. On a alors, pour tout x > 2
1 1
—_— = dt
()

/x dt
2 t2—1

h\
— Mol

% ( t—1 /zxtitl)
— % (In(x —1) —In(x + 1) +In(3))
—3 (n(357) +me)

En revanche, les intégrales [, ;4 et [,° ;9% divergent.

Proposition 5.12

Soit f : [a,b]— R continue, 1 € Retb € RU {+o0}.Soit c € [a, b[. Alors les intégrales fahf(t) dt
et [ Ch f(t) dt sont de méme nature.



70 CHAPITRE 5. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

/ahf(t)dt:/ucf(t)dt+/chf(t)dt. |

Nota: On peut énoncer le méme résultat pour des intégrales sur des intervalles semi-ouverts a
gauche, ou ouverts.

En cas de convergence, on a

ety Calculs d’intégrales
De la méme fagon que pour les intégrales sur des segments, on peut utiliser des changements de
variables et des intégrations par parties.

Les résultats sont annoncés pour des intervalles semi-ouverts a droite, mais les résultats s’adaptent
sans difficulté aux autres intervalles.

Théoréme 5.13 — Changement de variable

Soit f : [a,b[— R continue, a € Retb € RU {+co}.

Soit ¢ : [a, B[— [a, b] de classe C!, strictement monotone.

b P
Alors les intégrales / f(t)dtet / f(o(u))g'(u) du sont de méme nature, et sont égales si elles |
a o

convergent.

ExempLe : Etudions l'intégrale fl t m

(V2,00 — [1,09]

Soit ¢ : . Y e

Alors les intégrales [, t \/ﬁ et [75 Wu 5 \/7 du ont la méme nature.

FEtudions la deuxiéme; soit x > /2. On a alors

/x 1 2u dy — * du
V2 Vu2 —1u2vu? —1 vaur—1

(5],
e(E) e ()
~gn (i)

n(vV2+1)
Ainsi, cette deuxieme intégrale converge, vers ln(\/i +1), et donc la premiere aussi.
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Nota: Pour éviter d’avoir a écrire des intégrales qui ne convergent pas nécessairement, il peut
étre judicieux de se ramener a une intégrale sur un segment, puis de faire tendre les bornes.

Théoréme 5.14 — Intégration par parties

Soient u, v : [a,b[— R de classe C!,a € Retb € RU {+c0}.

Si liII;l; u(x)v(x) — u(a)v(a) existe, alors les intégrales fab u(t)o'(t) dt et f v(t) dt sont de
x—

méme nature, et en cas de convergence :

/b (b0 (1) dt = [u(t)o(t)]! /b W (1)o(F) dt. |

Nota: Il est tres fortement déconseillé d’utiliser ce théoreme sur des intervalles qui ne sont pas
des segments. On préférera toujours se ramener a un segment, puis faire tendre les bornes.

ExempLE : On considere 'intégrale fo tg dt. On pourra montrer plus tard que cette intégrale
converge.

En posant u(t) = In(t) et v(t) = 35 L, qui définissent bien des fonctions de classe C, on peut faire
l'intégration par parties, pour tout x €]0, 1] :

/xl(llrft)) [1—|—t]1 /tt+1
11n%(—xx [ (t—i—l)}

=ln(x) —1n(2)—1n( X >

1+x x+1
—ln(2)+1n(x)(1—x+xggx)) +x+05x
7 —In(2)

Il est & noter que 1’on n’aurait pas pu faire l'intégration par parties directement sur |0, 1], le crochet
ne convergeant pas.

2.8 Critéres de convergence
Dans les cas ott on ne peut pas calculer directement la limite cherchée, on peut utiliser quelques
criteres de convergence.

La encore, on énonce les résultats pour des intervalles semi-ouverts a droite, mais on adaptera faci-
lement aux autres types d’intervalle.

Le premier critére correspond aux intégrales faussement impropres.
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Proposition 5.15

Soit f : [a,b[— R continue, 2 € Retb € R. Si f est prolongeable par continuité en b*, alors |

fahf(t) dt converge.

I ExempLe: L'intégrale [ sinlt) 4t est convergente,

Les autres critéres concernent les fonctions positives.

Proposition 5.16 — Majoration d’'une primitive

[a,b] — R

Soit f : [a,b]— R continue et positive,a € Retb € RU {+o0}.Soit F : O

une primitive de f. Alors

e si F est majorée, alors l'intégrale | ab f(t) dt converge

e sinon, elle diverge vers +co.

_

Théoréme 5.17 — de comparaison

nagedeb,ona f < g. Alorsssi [ ab g(t) dt converge, alors | ub f(t)dt aussi.

Soient f, g : [a,b][— R continues et positives, s € R etb € RU {+o0}. On suppose qu’au voisi- |

De méme que pour les séries, le théoreme précédent s’adapte facilement pour des fonctions équiva-
lentes.

Théoréme 5.18 — de comparaison

Soient f, g : [a,b[— R continues et positives, s € R etb € RU {+o00}. On suppose que f(t) ot
%
8(t).

Alors les intégrales [ : f(t)dtet [ ab ¢(t) dt sont de méme nature. |

Nota: Grace a ce théoreme, on peut étendre les comparaisons aux relations de négligeabilité.
Plus précisément :

Soient f, g : [a,b|— R continues et positives,a € Retb € RU {+o0}.
Si f(t) =tob(g(t)), alors si f: ¢(t) dt converge, fahf(t) dt aussi.
%

+. de fagon équivalente, f admet une limite finie en b
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En effet, il suffit de noter que si f est négligeable devant g, alors au voisinage de b, f < g, et on
utilise a nouveau le théoréme de comparaison.

Regardons un exemple d’application important :

Proposition 5.19 — Intégrale de Gau

) 2
L'intégrale / exp (—E) dt converge, et vaut /2. |

Démonstration. Commengons par étudier 'intégrale f0°° exp ( — %) dt.

On note que pour tout u > 0, on a

2 .
et donc en posant = £, on obtient

La fonction de droite est une intégrale de Riemann convergente en oo, et donc notre intégrale

Jo exp (— %) dt est bien convergente.

Pour | Ew exp <— %) dt, on peut se ramener au cas précédent avec le changement de variable
p(u) = —u.

La valeur de l'intégrale est admise. O

Dans les cas ot les fonctions ne sont pas positives, on peut essayer d’en prendre la valeur absolue.

Proposition-Définition 5.20

On dit qu’une intégrale fab f(t) dt est absolument convergente si I'intégrale fub |£(t)| dt est conver-
gente.

Alors toute intégrale absolument convergente est convergente. |

Démonstration. On se place par exemple sur [a, b[. Définissons les fonctions
. [a,b] — R _ @b — R .
ey {f(t) sif()=0 et froo {af(f) si f() <0

0 sinon sinon

Les fonctions f et f~ sont alors positives et continues sur [4, b[, et on a les relations

f=fT=f" et |fl=f"+f"
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On aalors f* < |f| et f~ < |f]. Les intégrales fab Fr(t)dt et fab f~(t) dt convergent dong, et
par linéarité, | : f(t) dt aussi. O

| Nota : Attention, la réciproque est fausse. Les intégrales convergentes mais pas absolument

(e, . oo sin(t .
convergentes sont qualifiées de semi-convergentes. Par exemple |, S §t est semi-convergente.

t
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Exercices

Exercice 1

En faisant successivement les changements de variables x = t2, puis t = 3(sin(u) + 1), calculer

I:/;Uli/%/}dx.

On fait le changement de variable x = #2 : il est valable car la fonction carrée est bien de classe C'. On a alors

dx = 2tdt, et donc

1 _

1:/ ESLIVY
1 t
2
1

:/1 Jat(1 — b dt
2

De méme, le second changement de variables est valide, et donne dt = % cos(u) du. On a alors

l'intégrale

= /7 \/(1 — sin(u))(sin(u )—i—l)l cos(u) du

s
2

COSZ(M)% cos(u) du

SE

os? (1) du

S|

(cos(2u) +1) du

0+,

oo\:l‘ S— S5— 55— S

1
2
1
4

il

NI
NM—‘

Exercice 2

_ 71
Onnote I = [ Trein() dx.

1. Montrer que pour tout x €] — 7, 77],

2. Avec le changement de variable t = tan(3), calculer I.

Q.
p

3. En déduire la valeur de | = fo 15:2111 ) )
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1. On commence par noter que si x €| — 71, 77[, alors 5 € ] -7 [, et donc les tangentes sont bien définies.
On a alors

2. Ona

B /f 1+ tan? ()
0

1+ 2tan () +tan? (%) dx

On pose t = tan (), et donc dt = 1 (1 +tan? (%)) dx. Par changement de variables, on a donc
1 -1
I=2 — S dt=2|——| =1
/0 1+ 2t + 2 [1+t]0

Exercice 3

A l'aide d’une intégration par parties, montrer que les intégrales suivantes convergent, et calculer
leur valeur : -
1= / (x cos(x) +sin(x)) In(x) dx
0

s
2

J= /Oe sin(In(x)) dx.

Soit € €]0, 7t[.

e Onnote I = ["(xcos(x) + sin(x)) In(x) dx.

e,1] — R otp: &1 — R Ces
x > xsin(x) " x — In(x) -
fonctions sont bien de classe C!, et par théoréme d’intégration par parties, on a

Pour l'intégrale I : on pose les fonctions u :

I = /87T u'(x)o(x) dx
= [ — [ o (x) dx

= —esin(e) In(e) — /gnsin(x) dx

= —esin(e)In(e) — 1 — cos(e)
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T s
e Pour l'intégrale ] : on pose les fonctions u : [S'e 2] — R gty {8,62} — R .Les
x

g ¢ X — sin(In(x))
fonctions sont bien de classe C?, et par théoréme d’intégration par parties, on a

Je = /:7 u'(x)v(x) dx

:ﬁﬁmm@y[cmmmm

Refaisons une intégration par parties dans cette derniére intégrale :

s s
e2 2

Lcmmmmzpmmmmi%emmmmx
= —¢(cos(In(e))) + ]
On adonc 2], = e? — esin(In(e)) + e(cos(In(e))), et on en déduit Je.

Ainsi, I et | convergent, et ] = —2et ] = %e%.

Exercice 4

Soit f définie sur R* par

1. Donner le tableau de variations de f.
2. On pose g(x) = f(x) — Inx. Etudier les variations et le signe de g.

3. Déterminer les limites de f en 0 et 4-co.

1. La fonction t — % est continue sur R, donc d’apres le théoreme fondamental de I’analyse, la fonction
f est de classe C! sur R*,, et sa dérivée est donnée par

ex
Vx>0, f'(x) = =
La dérivée est donc strictement positive, et la fonction f est donc strictement croissante sur R*, .

2. La fonction f est dérivable comme somme de fonctions dérivables, et on a pour tout x € R*;.

g =2"1

X

La fonction g’ est donc positive sur R* , et la fonction g est donc croissante sur R*..

Ona g(1) = 0, et la fonction g est donc négative sur |0, 1] et positive sur |1, co[.
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3. Onadonc pour tout x €]0,1[, f(x) < In(x).

Par comparaison de limites, on a lin}) f(x) = —oo.
X—

Pour tout x > 1, on a aussi f(x) > In(x), et donc )Clgrgo f(x) = oo.

Exercice 5

On veut dans cette exercice étudier I'intégrale

dx.

[— /°° arctan(2x) — arctan(x)
0 x

1. Montrer que I est faussement impropre en 0 (on pourra utiliser un développement limité).

2. Soit A > 0.

A arctan(2x) dx — fZA arctan(u) du

a) Montrer a I'aide d'un changement de variables que | < 0 o

b) En déduire que

/A arctan(2x) — arctan(x) dr — /2A arctan(x) d
0 X Ja X '

¢) Montrer que

arctan(A)In(2) <

/A arctan(2x) —arctan(x) , arctan(2A) In(2).
0

X

3. Montrer que 'intégrale I converge, et donner sa valeur.

1. On note qu’au voisinage de 0

arctan(2x) — arctan(x) = x + ogx) ,

xX—
et donc la fonction intégrée se prolonge par continuité en 0. L'intégrale converge donc en 0.

2. a) Posons ¢(x) = 2x; la fonction ¢ est strictement monotone, de classe C!, et on peut donc faire le
changement de variable u = 2x :

A arctan(2x 24 arctan(u) 1 24 arctan(u
/ arctan(2x) )dx:/ 7;;()* u:/ 7()du.
0 X 0 5 2 0 U
b) Ona
A arctan(2x) — arctan(x A arctan 2x 2x A arctan(x) o
- ——— = dx par linéarité
0 x 0 0 x
24 arctan(x) A arctan(x) , L
/ dx — / — dx par la question précédente
0 0

/2A arctan(x

dx par la relation de Chasles
A
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¢) Par croissance de la fonction arctan et croissance de l'intégrale, on a donc

~

/2A arctan(A) dx</A arctan(2x) — arctan(x) A < /2A arctan(2A) A
o

A x x A x
et on retrouve le résultat annoncé en calculant les intégrales de gauche et de droite.

3. Ainsi, par théoréme d’encadrement des limites, I'intégrale I converge, vers M.
p g 8 2

Exercice 6

On considere les intégrales

[— /°° du et J— /°° u" du
o Jo (T4u?) (14 um) CJo (T4+u?) (14w
1. Montrer que ces deux intégrales convergent.

2. Avec le changement de variable t = &, montrer que I = J.

3. En déduire leur valeur.

1. Les deux fonctions intégrées sont continues en 0. En 40, on a

1
< —.
Q+u?)X+ur) = u?

Par comparaison avec une intégrale de Riemann convergente, I converge.

Pour J,on a
n

u < u' 1
(T+u2)(T+wur) = urt2 2’

et donc pour les mémes raisons, | converge.

2. Le changement de variable de de classe C! et strictement décroissant. On a alors

0 _dt

1:/ 2
& (1+%)2(1+%)”
=]
3. Onaalors ©  dy .
=) 17272

Onadoncl=]=%.

Exercice 7 Fonction gamma d’Euler

Pour tout réel x strictement positif, on pose

T'(x) :/ -l dt,
0
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1. Montrer que la fonction I' est bien définie.

2. a) Montrer que pour tout x € R* , T'(x 4+ 1) = xT(x).
b) En déduire que pour tout entier n, I'(n + 1) = n!.
2

3. a) Donner la valeur de I'intégrale / e~ 7 dt.
0

b) En faisant le changement de variable u = % dans l'intégrale précédente, calculer I' (1).

c) En déduire que pour tout entier 1,

1. Soit x > 0. On a, au voisinage de 0

x—1,—t
t e tlj'

Orl'intégrale de tll,x est convergente au voisinage de 0, et donc par comparaison de fonctions positives,

I'intégrale définissant I converge au voisinage de 0.

Au voisinage de +co, on a
1

x—1,—t
t e < t72/

la limite du quotient tendant vers 0. Par comparaison de fonctions positives, l'intégrale définissant I
converge au voisinage de +co.

Finalement, la fonction ¢ — t*~1le~t étant continue sur R* , son intégrale converge entre 0 et +co.

2. a) Soitx > 0. Soient &, w € R’ . Soient les fonctions

RY — R, . RE — R

R A b e et

Par intégration par parties, on a donc
w w
/ te~tdt = / u(t)o'(t) dt
3 o
w
= (et + [ (o) dt
o
w
=a‘e " —w'e Y + / xt et d
o

— xT'(x)
w—Q
x—0

b) Soit pour tout n € IN P, la propriété "T'(n+1) = n!".
e OnabienT(1) = fooo e~tdt =1=0!,dou P.
e Soitn € N, supposons P,,. On a alors

I'm+2)=T(n+1+1)
=n+1)I'(n+1)
= (n+1)n!
=(n+1)!
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Par récurrence, on a bien pour toutn € N, I'(n 4+ 1) = n!.

3. a) Onreconnait la moitié de I'intégrale de Gauf3, et donc

[ee] tz 7—[
_7 p— —
/0 e dt ,/2.

. 2 . . .
b) La fonction t — % est bien strictement monotone et de classe C!, donc le changement de variable

proposé est licite. On a alors
7T [e~] 2
— = ez dt
Vi
o

= *”—ﬁ du
0 2\/u
= Q uz~le=" du
2 Jo
V2_ (1
Yer( =
2" (2)

On en déduit que T (%) =/

c) Par récurrence, I'initialisation étant montrée a la question précédente :

F<n+1+;) = (n—}—;)l"(n—!—fmch)

_ 2n+1(2n)\m
2 4
2n+1)2n+2) 2n)y/n
4(n+1) 4rp!
_ (@n+2)/m
At (n 4 1)1

Exercice 8

On veut étudier la fonction dilogarithme définie par

Li(x) = /1 xllnft)tdt.

1. On pose pour toutt >0, t =1

Montrer que f se prolonge par continuité en 1.
2. a) Montrer que la fonction Li est définie pour tout x € RY.
b) En notant que |f(¢)] = o(ﬁ%), montrer que Li est définie sur R;..
—
3. Montrer que Li est dérivable sur IR’ et continue sur R..

4. On veut maintenant calculer Li(0).
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a) Montrer que

Li(o)z/ooo ¥4«

ex —1

On pourra faire le changement de variable x = — In(t).

(o)
b) Soit k € IN*. Montrer que l'intégrale / xe " dx converge, et calculer sa valeur.
0

On pourra utiliser une intégration par parties.

¢) On définit la suite (S,)nen+ par
n 0
Sp = Z/ xe ™ dx.
k=170

. = o0 __p—hx
i. Justifier que S, = fo xilexe_l dx.
X

ii. Montrer que pour tout x € R%, 0 < a7 < L

iii. En déduire que pour tout n € IN*,
. 1
0 <Li(0)—S, < o

d) En déduire que Li(0) = Y32, 5.
5. Etudier la limite de la fonction Li en +oo.

6. Donner le tableau de variations complet de la fonction Li, et tracer sa courbe représentative.

1. On a au voisinage de 1In(t) ~ t — 1, et donc f(#) pEvi —1.
—

2. a) Lafonction f est donc continue sur R", et la fonction Li aussi.
b) Par croissances comparées, on a bien la relation proposée.
Ainsi, a partir d’un certain rang, on a |f(t)| < \%, et par comparaison de fonctions positives, Li
est bien définie au voisinage de 0.
3. Par le théoreme fondamental de l'intégration, la fonction f étant continue sur R", la fonction Li est
bien dérivable sur cet ensemble.
Elle est donc continue sur R*, et elle ’est en 0 d’apres la question 2b.

4. a) Le changement de variable proposé en bien licite, car strictement décroissant et de classe C!. On
a alors

Li(0) :Ao%dt
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b) Soit w > 0. On a alors, par intégration par parties

w w w
/ xe M dx = {—1xek"} + 1 ek dx
0 k o ko
_ 1 —kw 1 —kw
= Ewe a2 (e 1)
1
w—oo k2

¢) i Chaque intégrale convergeant, on a par linéarité de 1'intégrale

fo'e) n
Sp = / X (Z ek"> dx.
Jo =

En calculant la somme géométrique, on retrouve le résultat voulu.
ii. On sait que e* > 1 + x, et I'inégalité est immédiate.

iii. On a donc pour tout n € IN* par linéarité et croissance de l'intégrale

[ee] xe—nx

. 1
Ll(O)*SnI/O v <

d) Par théoreme d’encadrement des limites, la suite (Li(0) — S, ) converge vers 0, et donc

=1
Li(0) — ) 2
k=1
5. Onapour tout f > 1
In(t) > 1 > 1
t—1" t-1 t

© s . . . ip In(t) dt .
Or l'intégrale [~ 1 dt diverge vers +oco, donc par comparaison de fonctions positives, fooo nt(_>1 aussi.

Finalement, Li(t) —— —oo.
t—ro0

6. La dérivée de la fonction Li est f, qui est toujours négative. La fonction Li est donc décroissante. On a
donc le tableau de variations et la courbe

6
Li T







