Généralités sur les variable gatoires

Définitions

Dans cette partie, on se fixe un espace probabilisé (Q2, 7, IP).

Définition 6.1

On appelle variable aléatoire réelle toute application X: () — IR telle que :

VaeR, {weQ|X(w)<a}leT. |

I Nota: Onnote quesi T estla tribu discrete (i.e. T = p(Q)), alors toute fonction de () dans R est
une variable aléatoire.

Définition 6.2

Soit X une variable aléatoire. Pour tout a € IR, on notera

o X=4g={weQ|X(w)=a} o Xza={weQ]|X(w)=a}
o X<al={weQ|X(w)<a} o X>al={weQ]|X(w)>a}
o X<a={weO|X(w)<a} o X2a={weQ|X(w)=>a}

e Plus généralement, [X € E] = {w € Q| X(w) € E} |

Théoréme 6.3

Soit X une variable aléatoire. Alors pour tout intervalle Ide R, [X € I] € 7.

ExempLE : On lance deux dés, un rouge et un bleu. On considere alors I'univers Q) = [1,6]°.

O — R

Alors la fonction X : ij o it] est une variable aléatoire, d'image [2,12].
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On lance une piece équilibrée jusqu’a obtenir Pile. On considére alors I'univers

O = (face, Face, - - - ,Facs, Pile)|n € N 3 U {(Face, Face, ...)}.

~~

n fois
Alors la fonction
O — R
y. n+1 sis= (face, Face, - - -, Facg, Pile)
' S — nEcr)is
0 si s = (Face, Face,...)

est une variable aléatoire, d'image IN.

Définition 6.4

Soit X une variable aléatoire. On appelle fonction de répartition de X la fonction réelle définie par

R — R

Fx: % 5 P(x<o

_

Proposition 6.5

Soit X une variable aléatoire. Alors sa fonction de répartition Fx est croissante sur R, et a pour
limites
lim Fx(t) =0 et lim Fx(t)=1.
A P =0 et i B(t)

_

| Exercice: Représenter les fonctions de répartitions des variables X et Y de I'exemple.

Indépendance

Regardons maintenant les différentes notions d’indépendance pour des variables aléatoires.

Définition 6.6

Soient X et Y deux variables aléatoires. On dit que X et Y sont indépendantes si

Vx,y€e R, P(X<xNY <y) =P(X <x)P(Y <y).

_

Proposition 6.7
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C’est équivalent a dire que pour tous intervalles [ et | de R, on a

P(XelInYe])=P(Xe])P(Y €])).

||

Définition 6.8

Soient Xj, ..., X,, des variables aléatoires. On dit qu’elles sont mutuellement indépendantes si
pour tous intervalles Iy, ..., I, de R,ona

n n
P (ﬂ X; € 1,-) =[]P(X;€L).
i=1 i=1

Soit (X;)ie; une suite de variables aléatoires. On dit qu’elles sont mutuellement indépendantes

si pour toute partie finie ] = {i1,...,i,} de I, les variables X, ..., X;, sont mutuellement indé- |

pendantes.

On a alors les propriétés suivantes :

Proposition 6.9

Soient X7, X5, ... des variables aléatoires. Alors

e Si Xj,..., X, sont mutuellement indépendantes, alors toute sous-famille 1’est aussi.

e Lemme de coalition : Si Xy, ..., X;1, sont mutuellement indépendantes, et u: R" — R et
v: R? — R, alors u(Xjy, ..., X,) et v(Xyu41, ..., Xnyp) sont indépendantes.

e Si Xj,..., X, sont mutuellement indépendantes, et wuy,...,u,: R — IR, alors
u1(X1), ..., un(X,) sont mutuellement indépendantes.
Moments d’une variable aléatoire

Espérance

Proposition-Définition 6.10

Il existe une fonction appelée "espérance”, notée [E définie sur une partie de 'ensemble des
variables aléatoires réelles et a valeurs dans R telle que

e [ est linéaire, i.e. pour toutes variables aléatoires X et Y admettant une espérance et tout
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réel A, X + AY admet une espérance et

E(X + AY) = E(X) + AE(Y).

e [E est positive, i.e. pour toute variable aléatoire X positive et possédant une espérance,
E(X) > 0.

o Les variables constantes admettent une espérance, et pour tout ¢ € IR, E(c) =c

_

I Nota : Cette fonction correspond, pour les variables aléatoires réelles finies, a celle vue I'an
dernier.

Définition 6.11

Soit X une variable aléatoire. On dit que X est centrée si elle admet une espérance, et que
E(X) =0.

E

Proposition 6.12

Soit X une variable aléatoire admettant une espérance. Alors X — [E(X) est une variable aléa-
toire centrée.

K

Démonstration. Par linéarité de 1'espérance, la variable X — E(X) admet une espérance et

E(X — E(X)) = E(X) — E(E(X)) = E(X) — E(X) = 0.

FeP=N Variance

Définition 6.13

Soit X une variable aléatoire. On dit que X admet une variance si la variable (X — E(X))? admet
une espérance, et dans ce cas, on définit la variance et 1'écart-type par

V(X) =E(X-E(X)?) et o(X)=1/V(X). |

Proposition 6.1 4 — Formule de Huygens

Soit X une variable aléatoire. Alors si X admet une variance, alors X et X2 admettent une espé-
rance, et
V(X) = E(X?) — E(X)2

_
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Comme pour les variables réelles finies, la variance vérifie quelques propriétés :

Proposition 6.15

Soit X une variable aléatoire admettant une variance. Alors

e V(X)>0
e V(X)=0sietseulementsidc e R, P(X =¢) =1

e pour tous réels a et b, aX + b admet une variance et V(aX + b) = a*V(X)

_

Proposition-Définition 6.16

Soit X une variable aléatoire admettant une variance. Alors la variable X* = X;éEX()X ) admet une

espérance et une variance, et

E(X*)=0 et V(X*)=1.

X* est appelée variable centrée réduite associée a X.

_

Proposition 6.17

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Alors

e si X et Y admettent une espérance, alors XY aussi et
E(XY) =E(X)E(Y)

e si X et Y admettent une variance, alors X + Y aussi et

_

V(X+Y) = V(X)+ V(Y).

Nota: On peut généraliser ces deux résultats a une famille de n variables mutuellement indé-
pendantes.

(Pee® Moments d’'ordre supérieurs

On peut généraliser pour des puissances supérieures de X :

Définition 6.18

Soient X une variable aléatoire, et m € IN. On dit que X admet un moment d’ordre m si X"
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admet une espérance, et dans ce cas, on note

_

o (X) = E(X").

Proposition 6.19

Soit X une variable aléatoire. Soient n < m deux entiers. Alors si X admet un moment d’ordre
m, elle admet un moment d’ordre n.

En particulier, si une variable n’admet pas d’espérance, elle n’admet pas non plus de variance.

i

W/l Inégalités

Terminons ce chapitre par les inégalités de Markov et et Bienaymé-Tchebytchev.

Proposition 6.20 — Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire positive, admettant une espérance. Alors

Ve >0, P(X>¢) < ]E(gx). |

On en déduit I'inégalité suivante, en appliquant celle de Markov a (X — E(X))?:

Théoréme 6.21 — Inégalité de Bienaymé-Tchebytchev

Soit X une variable aléatoire admettant une variance. Alors

Ve > 0, P(|X — E(X)| > ¢) Vg). |

On déduit de cette inégalité la célebre loi des grands nombres :

Théoréme 6.22 — Loi faible des grands nombres

Soit (X;)ien une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant toutes la
méme loi d’espérance y et de variance 0. Alors

Ve > 0, limIP<‘u—y‘>g):0_ |
n—00 n

Démonstration. Notons M, = %1524 %u On a alors par linéarité, E(M,) = u. De plus, par

n
?
-

N

indépendance mutuelle, V(M) =
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En appliquant l'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev, on a bien pour tout ¢ > 0

2
P (M, — | > €) < —

ne2 n—oo

0.






