Variables aléatoires réelles discréetes

Dans ce chapitre, nous allons étudier plus précisément les variables aléatoires discrétes.

Généralités

On se place dans un espace probabilisé (Q), T, P).

Définition 7.1

Une variable aléatoire est dite discréte si son image est finie ou dénombrable.

On reprend alors les deux exemples du chapitre précédent, qui sont bien des variables aléatoires
discretes.
ExempLE: Onlance deux dés, un rouge et un bleu. On consideére alors I'univers ) = [1, 6]%. Alors

O — R

la fonction X : i o itj est une variable aléatoire, d'image [2, 12].

On lance une piéce équilibrée jusqu’a obtenir Pile. On considére alors 1'univers

Q= (Eace, Face, - - - ,Face, Pile)|n € IN » U {(Face, Face, ...)}.

n?gis
Alors la fonction
O — R
y. n+1 sis= (face, Face, - - - ,Facg, Pile)
' s = n;gis
0 si s = (Face, Face, .. .)

est une variable aléatoire, d’image IN.

Loi d’'une variable aléatoire discréte

93
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Soit X une variable aléatoire discrete. On appelle loi de X ’application

X(Q) — [0,1] |
x +— PX=x) "

ExempLE : Reprenons les exemples précédent. On a alors

X 2131415167819 (10/11]12
_ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
P(X=x) | 3 | 3 | 36 | 36 | 365 | 36 | 36| 3 | 36 | 3% | 3
Pour Y,ona
. 1
‘v’nG]N,]P(an)zz—n et P(Y=0)=0.

NoTta: L'ensemble {[X = x| | x € X(Q))} étant un systeme complet d’événements, on a bien siir

Y P(X=x)=1

xeX(Q)

Notamment, on note que dans le cas d'une variable infinie, la série associée converge nécessaire-
ment.

Proposition 7.3

Soit X une variable aléatoire discréte. Alors sa fonction de répartition est donnée par

VEER, Fx(t) =P(X<t)= ) P(X=x).

xe X(Q)
x<t

Si X est a valeurs entiéres, on a

VkeZ, P(X=k) =P(X<k)-P(X<k—1). |

Démonstration. Soitt € R. On note alors que

X<t]= (J [X=1],

xeX(Q)
x<t

et la formule en découle directement.

Pour la seconde, on note que [X = k] = [X < k] \ [X <k—1]. O

ExempLE: La fonction de répartition de Y est donnée par

Vi €] — o0, 1], Fy(t) =0,
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Vte|l,o, Fy(t) =) —==1——.
hl BO=Y g1

Corollaire 7.4

Deux variables aléatoires discrétes ont la méme loi si et seulement si elles ont la méme fonction |

‘ t] 1 1

de répartition.

y2x¥-N Espérance

Contrairement aux lois finies, les variables aléatoires discretes en général n’admettent pas nécessai-
rement d’espérance.

Définition 7.5

Soit X une variable aléatoire discréte.

On dit que X admet une espérance si la série

Y xP(X =x)

xe€X(Q)
converge absolument.

Dans ce cas, l'espérance de X, notée [E(X), est définie comme la somme de cette série. |

On note que cette définition est compatible avec la notion d’espérance vue pour les variables finies;
dans le cas fini, la somme est finie, et donc converge.

ExempLE : L'espérance de la variable X est donnée par

1 .2 1
E(X)=2—+3—+ - 4+12— =7.
(X) =255 #3535+ T 1255

Pour Y, on note que la série ) 57 converge absolument (série géométrique dérivée) , et donc Y
admet une espérance. On a alors

. n
E(Y) =0+ le—nzz.
n=

L’espérance vérifie, sous réserve de convergence, toute les propriétés usuelles de I'espérance vues
dans le chapitre précédent.

La propriété suivante est un exercice classique :
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Proposition 7.6

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN*. Alors X admet une espérance si et seulement
silasérie ) IP(X > n) converge. Dans ce cas, on a

n=1
E(X) = inv(xm). |
n=1

Démonstration. Soit N € IN. On commence par noter que

N N k
Y kP(X=k) =) ) P(X=k)
k=1 k=1/=1
N N
=) Y P(X=k)
(=1k={
:%]P(égng)
(=1
:i(IP(EgX)—]P(X>N))
(=1
:i]P(X>£)—N]P(X>N)
(=1

Supposons alors que la série } IP(X > n) converge. On a alors
N ©

KP(X =k) < ) P(X > 0).
k=1 =1

La suite des sommes partielles est donc majorée, et tous les termes étant positifs, X admet une
espérance.

Inversement, supposons que X admet une espérance. On a alors pour tout k > N

NP(X = k) < kP(X = k).

En notant que NP(X > N) = Y. NP(X =k), onadonc
k=N+1

NP(X>N)< ) kP(X=k);
k=N+1

la suite de droite correspondant au reste d"une série convergente, elle converge vers 0, et donc
la suite (NIP(X > N) aussi.

Finalement, la série }_IP(X > /) converge, et on a bien 1'égalité voulue. O

Pour des fonctions de variables aléatoires discréetes, on peut utiliser le théoréme suivant.
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Théoréme 7.7 — de transfert

Soit X une variable aléatoire discrete. Soit f une fonction réelle définie sur X(Q).

Alors f(X) est une variable aléatoire discréte, qui admet une espérance si et seulement si la
série Y. f(x)P(X = x) converge absolument.

xeX(Q)
E(f(X)) = ) f(x)P(X=x). |
xeX(Q)

. . 2
ExempLE : Pour notre variable Y, comme la série )} 5; converge absolument, on a
n=1

Dans ce cas, on a

oon2

E(Y?)=Y) - =6.
n=1 2"

On en déduit alors

Pour toutes les lois suivantes, on ne s’inquietera pas de l'existence ou non de 'espérance et de la
variance : les lois ont une image finie, et donc les sommes convergent nécessairement.

Loi certaine

Définition 7.8

On dit que X suit la loi certaine s’il existe m € R tel que X = m.

La fonction de répartition de la loi certaine est la suivante :
1]

0 six<m
1 sinon

R — [0,

FX;x»—){

Son espérance vaut m , et sa variance est nulle .

En Python :

1 import random as rd
2
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def certaine(c):
return c¢

Loi uniforme

Cette loi sert a modéliser des phénomeénes ot toutes les issues sont équiprobables.

Définition 7.9

On dit que X suit la loi uniforme si, en notant X(Q) = {ay,...,a,}, ona

Vie[l,n], P(X=a;) = %

On note alors X — U(X(Q)).
Si X(Q) = [1, n], on note plutdt X — U(n). |

La fonction de répartition de la loi uniforme U (1) est la suivante :

R — [0,1]
0 six <1
: 1
By ELxJ six € [1,n]
1 six >n

Son espérance vaut "+l
En Python :
import random as rd

def uniforme(1l):

nnn

1 est la liste des choix possibles

nwonn

return rd.choice(1)

def uniforme_int(a,b):

monn

Simule la loi uniforme sur [|a,b]]

return rd.randint(a,b)
vt Loi de Bernoulli

Cette loi sert a modéliser des phénomenes a deux issues, de probabilités respectives petg =1 — p.
L'une sera appelée succes, et I’autre échec.
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Soit p € [0,1]. On pose g =1 — p.

On dit que X suit la loi de Bernoulli de parametre p si X(Q) = {0,1} et que

P(X=1)=p et P(X=0)=gq.

On note X — B(p). |

La fonction de répartition d"une loi de Bernoulli est donnée par :

R — [0,1]
0 six<0
By s g sixeo
1 sinon

Son espérance vaut p, et sa variance pg = p(1 —p).

En Python :
import random as rd
def Bernoulli(p):
Simule la loi de Bernoulli de paramétre p

maon

if rd.random() < p: return 1
else: return 0

=il Loi binomiale

Cette loi sert a modéliser une expérience qui consiste a compter le nombre de succes dans une
répétition d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.

Définition 7.11

On dit que X suit une loi binomiale de parametres n et p si X(Q) = [0, n] et

Vie[0,n], P(X =i) = (’:) pi(1— p)"i.

On note alors X < B(n, p). |
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La fonction de répartition d"une loi binomiale est donnée par :
R — [0,1]
Fx: ) [APHS 1— n—k
x o= L (Jprd-p)

Son espérance vaut np, et sa variance np(1— p).

En Python :

import random as rd

def Binomiale(n,p):

mwon

Simule la loi binomiale de paramétres n et p

mon

bin = 0
for _ in range(n):

bin = bin + Bernoulli(p)
return bin

y2-¥-8 Lois infinies

Loi de Poisson

Soit A € R* . On dit que X suit une loi de Poisson de parametre A si X est a valeurs dans IN et
n

VneN, P(X=n) = %e_”.

On note alors X < P(A).

_

Proposition 7.13

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A > 0. Alors X admet une

espérance et une variance, et
E(X)=A et V(X)=A.

_
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Démonstration. Calculons

N n N n
Zn)\—'e)‘: ’)‘Z A '
n—o N nzl(n_l)
N
Ai’l
_ A -
=e Ang)n!
— A
N—oco

Pour la variance, on va commencer par calculer E(X(X — 1)) :

N Al

Zn(n—l)n - 7/\2 n_z)l

n=0
— e—)LAZ Z ?

n=0

— A2

N—oo

On a donc E(X(X — 1)) = A2, et donc E(X?) = A% + A. Finalement, par la formule de Hyu-
gens, on retrouve

V(X)=E(X?) —E(X)?=A

Loi géométrique

Cette loi est utilisée pour trouver le rang du premier succés dans la répétition d’épreuves de Ber-
noulli identiques et indépendantes.

Définition 7.1 4

On dit que X suit une loi géométrique de parametre p €]0,1] si elle est a valeurs dans IN* et

Vn e N*, P(X =n) = (1—p)" p.

On note X — G(p). |

Nota: Comme dans notre exemple, on peut rajouter 0 a I'image de la variable pour le cas ot le
succes n’arrive jamais, ce qui est impossible presque stirement.

Proposition 7.15

Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p €]0, 1. Alors X admet
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une espérance et une variance, et

IE(X):; et v(x):lp_zp. |

Démonstration. Pour I'espérance, la série Y n(1 — p)"~!p est une série géométrique dérivée,
qui vaut directement %.

Pour la variance, on commence par calculer, par théoréme de transfert, ’espérance E(X(X —
1)), qui est une série géométrique dérivée convergente. On a alors

E(x(x—1)) = 21=P)

En Python :

import random as rd

def Geometrique(p):

nnn

Simule la loi géométrique de paramétre p

nwonn

b = Bernoulli(p)

n =1
while b==0:
n+=1

b = Bernoulli(p)
return n
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Exercices

Exercice 1

Un joueur lance successivement n € IN* boules au hasard dans N cases numérotées de 1 a N,
chaque case étant équiprobable. On note T}, le nombre de cases non vides apres n lancers.

1. Quelle est I'image de T}, ?
2. Donner les lois de T et T».
3. Déterminer les probabilités P(T, = i) pourn > 2eti = 1,2 ou n.

4. Montrer que pour tout k € [1, 7],

k N—k+1
P(Tus1 =K) = L P(Ty = k) + =

5. On pose G, (x) = i P(T, = k)x*.
k=1
a) Calculer G,(1).
b) Exprimer E(T,) en fonction de G,,(1).

c) Montrer que pour tout x
1
Gui1(x) = N(x — x?)Gly(x) + xG(x).

d) Endéduire que E(T,41) = (1 —
sa limite.

) E(Ty) + 1, et en déduire la valeur de E(T;,), ainsi que

z|=

1. Nécessairement, il y aura au moins une case non vide. L'image de T, est donc [1, min(n, N)].

2. Apres avoir lancé une boule, il y aura une case non vide, et N — 1 cases vides. Donc
P(Ty=1) =1

Pour T, il y a deux cas : soit les deux boules sont dans la méme cases, soit elles sont dans des cases
différentes. On a alors

% et ]P(Tzzz):N(N_l) _N-t

P(T, =1) = 7 .

3. Pouri=1,0na
1

Pour i = 2, il faut choisir deux cases ((I;I ) choix), puis une fagon de tirer dans ces deux cases uniquement
(2" — 2 choix).
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On a donc

()" -2) 2 (N-1)
P(T, =2) = N7 R T
Pouri=n:sin > N, c'est impossible, et donc IP(T,, = n) = 0. Supposons alors n < N. On a alors

N(N=1)---(N=n+1)
N}’l

P(T,=n)=

4. On commence par noter qu’en lancant une boule de plus, seules deux situations sont possibles : la boule
arrive dans une case déja occupée, ne changeant pas le nombre de cases non vides; la boule arrive dans
une case vide, augmentant le nombre de cases non vides de 1.

On a dong, par la formule des probabilités totales :

P(T,1 = k) = Pr,_(Tpsr = O)P(Ty = k) + P, __1(Tysq = K)P(T, =k —1)

k N—-k+1

:ﬁ]l)(n:k)“‘ N ]P(Tn:k_l)

5. a) Ilestclair que G,(1) = 1.

b) OnaGl(1) = Y. kKP(T, = k) = E(T,).
k=1

¢) En multipliant par x* et en sommant le résultat de la question 4, on obtient donc

n+1 k n+1 N — k -1
Gra(x) = 1 <P(Ti = k) + Y #]P(Tn =k —1)xF

k=1 k=1
1 & 1 &

=~ Y KP(T, = k)xk + N Y (N = k)P(T, = k)x* "1

k=1 k=1

1

= N(x — 3G (x) + xGy(x)

en séparant la derniére somme en deux.

d) On adonc

E(Ty+1) = Gpya (1)

1 / /
= (1= 2G(1) +Gu(1) + G, (1)

_ (1_@ E(T,) +1

On reconnait alors une suite arithmético-géométrique. Posons u,, = E(T,). Alors la suite (1, — N)
est géométrique de raison %, de premier terme 1 — N, et donc pour tout n

E(T,) = (1 - N) <N]\_]1)1 +N.

Quand n — o0, on a donc imE(T,,) = N.

Exercice 2

Des vaches sont atteintes par une maladie avec probabilité p = 0.15. Pour dépister la maladie, deux
méthodes sont possibles :

e faire une analyse sur le lait de chacune des vaches;
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e faire une analyse sur le mélange de tous les laits, et si le résultat est positif, tester le lait de
chaque vache.

Pour cette seconde méthode, on pose X, la variable aléatoire du nombre d’analyses nécessaires pour

n vaches, et Y, = %

1. Déterminer la loi de Y, et donner son espérance.

2. Etudier la fonction f : x + In(0.85)x + In(x), et donner les entiers  tels que f(n) > 0.
On donne f(17) ~ 0.07 et f(18) ~ —0.03.

3. Quelle méthode permet de faire le moins d’analyses?

1. Notons By, la variable aléatoire qui compte le nombre de vaches malades. On a alors B, ~ B(n, p).

La variable X;, peut alors prendre deux valeurs : 1 et n 4 1. On a alors
P(Xy =1) =P(B, =0) = (1-p)",

et
P(X,=n+1)=P(B, >1)=1—(1—p)".

OnaalorslaloideY; :
1 n 1 n
P Yn:E =(1-p)" e P Ynzl—l—ﬁ =1-01-p"
L’espérance de Y, est donc
a1 1 " a1
() = (1= p)' + (1 )= (1= p)) =1=(1—p)'+
2. Lafonction f est dérivable sur R, , et pour tout x € R,
y 1
f1(x) =In(1=p)+ .

La fonction f est donc croissante sur |0, — % , et décroissante sur | ——1—, c0]|.
n(1—p) In(1-p)

On note ensuite que f(1) < 0, f(2) = In(2 x 0.85%) > 0. Les entiers pour lesquels f(n) > 0 sont donc
ceux de l'intervalle [2, 17].

3. On cherche donc avec quelle méthode le nombre moyen d’analyse par vache est le plus faible. On veut
donc résoudre, avec n entier

1
autrement dit, par croissance du logarithme

nin(l —p)+In(n) > 0.

D’apres la question précédente, la premiere méthode est moins efficace pour des troupeaux de 2 a 17
vaches.
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Exercice 3 Loi de succession de Laplace

On considere N + 1 urnes numérotées de 0 a N; la k-iéme contenant k boules rouges et N — k
blanches. On choisit une urne au hasard, et on effectue des tirages avec remise dans cette urne. On
notera R, I'événement “on a tiré une boule rouge au n-eme tirage”.

1. Calculer les probabilités de Ry et R; N Ry.

2. On a tiré des boules rouges aux n premiers tirages. Quelle est la probabilité d’avoir a nouveau
une boule rouge au (1 + 1)-éme tirage?

3. Calculer la limite quand N — oo de

On fera apparaitre une somme de Riemann.

4. En déduire la limite quand N — oo de la probabilité trouvée a la question 2.

et
N 12

¥ 1 2N+1
P(RiNRy) =Y =
(RiNRy) ,(;]NZN—H 6N

2. De la méme facon, on peut calculer P(Ry N --- N R,41) avec la formule des probabilités totales pour
trouver

1 N k n+1

On en déduit la probabilité conditionnelle cherchée :

PR,-.nR, (Rut1) =

3. Ona

1%5”71\1“”1% k"
N+145\N) N N+1 N+1

k=0

4. Avec la limite trouvée a la question précédente, on trouve alors une limite de Z—ié
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Exercice 4

Une urne contient une boule noire et une boule blanche. On tire une boule au hasard.

e si cette boule est noire, le jeu s’arréte

e si cette boule est blanche, on la remet dans 'urne, et on rajoute une boule blanche, puis on
recommence le tirage.

On note X le rang d’apparition de la boule noire, ou 0 si elle n"apparait jamais.

1. Calculer la loi de probabilité de la variable X.
2. Donner sa fonction de répartition.

3. La variable X admet-elle une espérance? Une variance?

1. On note que X est a valeurs dans IN*. Notons B, I'événement "On a tiré une boule blanche au n-iéme
tirage". On a alors
[X=n]=BNByN---NB,_1NBy,.

Par la formule des probabilités composées, on a donc

P(X =n) =1P(By)Pg,(B2) - - - Pp,n..nB, ,(Bn—-1)Pp,n...B, » (Bu—1)

12 n-1 1
23 on+t1l
_ 1

nn+1)

2. La fonction de répartition de X est donnée par

3. OnanP(X =n) = 14, et donc la série Y nlP(X = n) est divergente. X n’admet donc pas d’espérance,
et donc pas de variance.

Exercice 5 Paradoxe de Saint-Petersbourg

Une casino propose le jeu suivant :

e Lejoueur paye un droit d’entrée fixé, soit N.
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e Le casino donne un euro au joueur, et lance une piece équilibrée.

e Sila piece tombe sur Pile, le casino double les gains du joueur. Sinon, le jeu s’arréte, et le joueur
part avec ses gains.

On note X la variable aléatoire des gains du joueurs.

1. Donner la loi de X.

2. X admet-elle une espérance ? Comment peut-on l'interpréter?

1. Les gains du joueur peuvent étre tous les entiers de la forme 2¥ — N, k € IN. On a alors

1
P(X=1-n)==
( n) 5
1
]P(x_z—N)_Z
P(X =2F—N) = !

(X=2"=N) =3

. pon k_ . 2 . N z
2. On étudie donc la convergence de la série ) 22,<—+11\], qui est équivalente a la convergence de la série ) %,
qui diverge grossierement vers +co.

Les gains du joueurs, quelque soit le droit d’entrée, sont donc, en moyenne, infinis.

Exercice 6

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A > 0. Soit Y telle que la loi
de Y conditionnée par [X = 1] soit une loi binomiale de parameétres n et p.

Donner laloide Y.

Ona
P(Y=k)=) P(Y=k|X=n)P(X=n)

n=0

v (1) k kA"

- E <k>p (1 p)n e 1’1'
n=k

_ eprk)\k i (1 p)nfk)Lnfk

ko = (n—k)

B e—)\pk)\k 00 (1 p)é/\ﬂ

o k! 0!
e P (Ap)k

OnadoncY < % (Ap).
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Exercice 7
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A > 0.

Calculer la loi de (—1)%.

Notons Y = (—1)*. Alors Y prend pour valeurs —1 et 1. On a alors

P(Y =1) = P(X pair)
o 2k B
=L ot
i=o (2)!
Or on note que
S SR IR~ G L Y
ZZ(Zk)!_;F+k g = +e

k=0 k=0 "** =0
On a donc -
14
P(Y=1)= %"
On en déduit directement que P(Y = —1) = 1’?“ :
Exercice 8 Perte de mémoire

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN. On dit que X est sans mémoire si pour tous n, m € IN,

P(X>m)>0 et Pxsyu(X>m+n)=P(X >n).

1. Montrer qu’une variable est sans mémoire si et seulement si

Vn,m e N, P(X>m) >0 et P(X>n+m)=P(X>n)P(X>m).

2. On suppose dans cette question que X suit une loi géométrique de parametre p €]0,1[. Mon-
trer que X est sans mémoire.

3. Montrer que si une variable X est sans mémoire, alors elle suit une loi géométrique de para-
metre p €]0,1].

1. 11 suffit de développer la probabilité conditionnelle :

P(X >n+m)

2. On calcule la fonction de répartition de la loi géométrique :

n

P(X<n)=Y (1-pfp=1-(1-p)".

On a donc pour tout n

On a donc directement

P(X > n+m) = (1—p)"" = P(X > n)P(X > m).
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3. Commengons par noter que
P(X > 0) = P(X > 0)?,
etdoncP(X =0) =1.

On a alors pour tout n
P(X>n+1)=P(X >1)P(X >n),

et donc la suite (IP(X > n)) est une suite géométrique, de raison 1 — p = P(X > 1). On a alors pour
toutn P(X >n)=(1—-p)".

Sionavait p =1, alors P(X > 1) = 0 ce qui est impossible. Si on avait p = 0, alors P(X > n) = 1 pour
tout 1, et donc IP(X = n) = 0, ce qui est impossible.

Donc p €]0,1].

Finalement, X a la fonction de répartition d'une loi géométrique, et donc suit une loi géométrique.

Exercice g

Une princesse est retenue prisonniére dans un chateau. Un prince charmant se met en téte de la
délivrer. Lorsqu’il arrive devant le chateau, il se retrouve devant trois portes et en ouvre une au
hasard.
e s’il ouvre la premiere porte alors il délivre la princesse
e s’il ouvre la deuxieme porte alors un dragon apparait et le dévore
e s’il ouvre la troisieme porte alors une sorciere lui fait boire un filtre, il oublie tout ce qu’il a vu
et est mis a la porte du chateau.

Le prince renouvelle ses tentatives jusqu’a ce qu’il meure ou délivre la princesse.

1. Calculer la probabilité qu’il délivre la princesse.
2. Soit T le nombre tentatives du prince. Donner la loi de T et son espérance.

3. Si le prince échoue dans sa tache alors le syndicat des princes charmants en envoie immédia-
tement un autre, jusqu’a ce que la princesse soit délivrée.
a) Montrer que la princesse est délivrée presque stirement.

b) Calculer le nombre moyen de princes nécessaires pour délivrer la princesse.

"non

1. Notons M;, D; et O; les événements respectifs "le prince délivre la princesse", "le prince meurt", "le
prince rencontre la sorciere" a la i-iéme tentative. Alors

1
]P(Di) =P(0O, QOQQ"'ﬂOi_lﬂDi) = —

3i

On a donc
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2. T suit donc une loi géométrique de parametre %, etdonc E(T) = %

3. a) Soit N la variable qui compte le nombre de prince, et qui vaut 0 si aucun ne délivre la princesse.

Alors N suit une loi géométrique de parametre J, et en particulier P(N = 0) = 0.

b) OnadoncE(N) = 2.

Exercice 10

Un agent biologique pathogene se déplace et se multiplie dans 'air par division de chaque cellule
en deux cellules identiques. Les cellules sont initialement immortelles, puis neutralisées par un
agent désinfectant pulverisé pour combattre 1'infection.

On discrétise le temps en instants successifs séparés d'une dufee Jt, et on note pour tout entier
naturel n :

e U, le nombre de cellules pathogeénes actives en suspension a 'instant ndt.

e X, et Y, le nombre de cellules actives respectivement divisées/neutralisées entre not et (n +
1)ot.

1. Dans un premier temps, les cellules pathogenes évoluent sans désinfectant. On note «a la pro-
babilité pour une cellule de se diviser a un intervalle de temps quelconque 4t et on suppose
que les cellules n’interagissent pas.

a) Déterminer la loi conditionnelle de X, sachant 1’événement [U,, = k|.
(On reconnaitra le schéma d'une loi usuelle.)

En déduire en fonction de k la valeur de la somme
Ziﬁ)[u,,:k}(xn =1).
i=0

b) En déduire que E(X,) = aE(Uy,).
c) Exprimer [E(U,+1) en fonction de E(U, ), puis montrer que E(U,) = (1+«)"N, oit N est

le nombre initial de cellules.

2. On introduit I'agent désinfectant de sorte que, a chaque instant, chaque cellule pathogene
peut étre neutralisée avec la probabilité B, et sinon elle peut se diviser avec la probabilité «
précédente.

a) Exprimer E(U,.1) en fonction de E(U,), puis E(U,) en fonction de n.
b) Déterminer une condition sur « et B pour que 'infection soit enrayée.

3. Simuler informatiquement ’évolution d"une population de cellules pathogenes comptant ini-

tialement N cellule lorsqu’on pulvérise ’agent infectant.

On choisira des valeurs de « et B permettant de décrire les différents cas de figure possibles.
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1. a) On suppose donc qu'on a k cellules. Chacune d’entre elle se divise avec probabilité «, et donc la
loi de X, sachant U, = k est une loi binomiale de parametre k et «.

La somme voulue est donc l'espérance de X, sachant U, = k, soit ak.
b) On a alors

[e9)

E(Xy) =) iP(X, =1
i=0
=YY Py, (Xy =i)P(Uy = k)
i=0 k=0

= Z lP(Un = k) Z ﬂP[un:k](Xn == l)
k=0 i=0

=) aklP(U, =k)
k=0
= oE(Uy,)
¢) Onapour tout n U, 1 = U, + X;, et par linéarité de 'espérance, on a donc
E(Uy41) = E(Un) + E(Xp) = (1+a)E(Un).

La suite (E(U},)) est donc une suite géométrique, et on retrouve E(U,) = (1 + «)"N.

2. a) Defagon analogue a la premiere question, on a [E(Y;) = BE(U,). Mais la loi conditionnelle de X,
sachant U, = k change :

Py, —q(Xn = 1) = ;)]P[un:k]m[}’n:j](xn = 1) Pg,— (Yn = /)
j=
(k= W1 — a1 (% gic1 — gyk-i
B (s
e (k) (k=i W1 — )V i—igi(1 — gYk—i
=L ()( ) -wrpa g
_ k i1 _ ik_i k—i i . . k—i—i
- (§)<a-p §)< R LCERIEIE

)l (1= B) (B + (1 —a)(1—B))*

(a(1=B)) (1 —a(l—p)!

1

La loi conditionnelle de X, sachant U,, = k est donc une loi binomiale de parametres k et a(1 — ).

Finalement, en notant que
E(Up+1) = E(Un) + E(Xn) — E(Ya),

on trouve
E(Uy41) = (1+a—p—ap)E(Un),
puis
E(U,) =(1+a—pB—aB)"N.
b) L'infection sera enrayée si et seulement si |1 +a — f — ap| < 1.

3. On propose
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import random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

def Exp(N,a,b,n):

Evol= [N]
NbBact = N
for _ in range(n):

for _ in range(NbBact):
if rd.random() < b: NbBact -= 1
for _ in range(NbBact):
if rd.random() < a: NbBact += 1
Evol.append(NbBact)
return Evol

def plotExp(N,a,b,n):
Evol = Exp(N,a,b,n)
plt.plot(range(0,n+1),Evol)
plt.show()

Exercice 11 Paradoxe de Penney, partie Il

On rappelle qu’on considere une suite de pile ou face. On notera F, (resp. P,) 'événement "On
obtient Face (resp. Pile) au n-ieme lancer".

On appelle Y la variable aléatoire désignant le rang du lancer ot pour la premiere fois apparait un
Face précédé de deux Pile, si cette configuration apparait, et 0 sinon.

On appelle Y’ la variable aléatoire désignant le rang du lancer ot pour la premiere fois apparait un
Pile précédé de Pile lui-méme précédé de Face, si cette configuration apparait, et 0 sinon.

Onposec, =P(Y =n)etc, =P(Y =n).

Enfin, on pose B, = P,_»NP,_1NF,et B, = F,_2NP,_1NP,.

1. Montrer que pour tout n > 3, P(B,) = P(B},) = .
2. Montrer que

[Y<n]=[Y=0UBsU---UB, et [Y <n]=[Y =0UB,U---UB,.

3. On pose pour tout n
un:]P<LnJBi> et u%zll’(o
i=3 i=3
a) Montrer que B3, By et Bs sont deux a deux disjoints. On admet qu’il en est de méme pour
B}, B et BL.
b) En déduire que uz = u}, g = uj et us = ug.

c) Vérifier que uz = us + §(1 — u1) et ug = uz + §(1 — u).

4. Soit n > 5. On admet que pour tout k € N, up = P(Y < k) et U, = P(Y < k).
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a) Montrer que 1,41 =ty + §(1 — uy—2) et =ul+ (1 —ul_,).

b) En déduire que Y et Y’ ont la méme loi.

1. Les lancers étant indépendant, le résultat est clair.

2. L'événement [Y < n| se produit si Pile,Pile,Face apparait & un rang inférieur ou égal a 1, ou s’il n’ap-
parait jamais. De méme pour Y.

3. a) Bj et By sontincompatibles car on ne peut faire Face et Pile au troisiéme lancer.
B4 et Bs sont incompatibles car on ne peut faire Face et Pile au quatrieme.

Bs et Bs sont incompatibles car on ne peut faire Face et Pile au troisieme.

b) Onauz =1P(B;) = %, et par incompatibilité,
1 3
Uy :]P(B;J,UB4) = 1 et us :]P(B:J,UB4U35) = 3

Ces résultats sont les mémes pour u},.
c) Onadoncbien § = I+ $(1—0)et} =3+ §(1-0).

4. a) Comme dans la question précédente, on montre que B,,_1, B, et B, 11 sont incompatibles deux a
deux, et de méme pour B/ ., B}, et B/

n—1’ n+1-
b) Ona

PY<n+1)=[Y<n|U[Y=n+1]=[Y <n]U([Y >n]NBy1).

On en déduit alors, 'union étant disjointe

P(Y<n+1) =P <n)+P([Y>n]NB,1)

(Y <n) +P(Byi1)Pg,., (Y >n)
<n
1

Il
%

=P <n)+P(By1)(1-Pp,,, (Y <n))

n+1

Uyt = Uy + 8(1 —Up_2)

car sachant que les lancers (n —1),net(n+ 1) donnent Pile, Pile, Face, la suite Pile, Pile, Face ne
peut apparaitre aux lancers (n — 2), (n — 1) et n ni aux lancers (n — 3), (n —2) et (n — 1).

Le méme raisonnement fonctionne pour u),.

c) Les suites (uy) et (1,)" sont donc égales, et donc Y et Y’ ont la méme loi.



