omes

Dans tout ce chapitre, K désignera soit 'ensemble des réels R, soit 'ensemble des complexes C.

Généralités sur les polynéomes

Définition d’'un polynéme

Définition 8.1

On appelle mondme (d’indéterminée X) toute expression de la forme
aX* a e K, ke N.

Si k = 0, on note plutot X = 1 et aX? = a.

On appelle alors polynome (d’indéterminée X) toute somme finie de mondme.

On note K[X] I'ensemble des polyndomes d’indéterminée X. |

| Exempie: 1,2X,3X +4X5 + X190 sont des polynomes.

Proposition 8.2

Soit P € K[X]. Alors il existe un entier n et ag, . .., a, € K tels que

P=Y agXx-
k=0

Les ay sont appelés coefficients de P. |

L'usage veut qu’on écrive les polyndmes dans 1’ordre croissant ou décroissant des puissances des

n

mondmes.

Nota : Attention, toutes les puissances de mondmes qui apparaissent dans un polyndomes
doivent étre positives; il n’existe pas de puissances de X négatives.

115
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Définition 8.3

On appelle :

e polyndme nul le polyndme dont tous les coefficients sont nuls

o polyndme unité le polynome 1

_

Définition 8.4

nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

Deux polynomes sont égaux s’ils ont les mémes coefficients. En particulier, un polyndme est |

| ExempLE: Ainsi, les polynomes aX? + bX + c et dX? + eX + f sont égaux si et seulement si a = d,
b=eetc=f.

Définition 8.5

n
Soit P € K[X], qu'on écrit P = ¥ a; X .
k=0

On appelle degré de P le plus grand entier k tel que a; # 0. On note deg(P) le degré de P, et
par convention, deg(0) = —co.

On appelle coefficient dominant de P le coefficient de X98(P),
On dit qu'un polyndme est unitaire si son coefficient dominant est 1.
On dit qu'un polynome est constant si son degré est inférieur ou égal a 0.

On note alors K, [X] I'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a .

_

Nota : Deux polyndmes égaux ont le méme degré, et deux polyndmes n’ayant pas le méme
degré ne sont pas égaux.

n
Attention, si on écrit P = ) a;X*, cela ne signifie pas que deg(P) = 1. On sait seulement que
k=0
deg(P) < n,etque deg(P) =n < a, = 0.

EW-8 Opérations sur les polynémes

Définition 8.6

n n
Soient P = E u X et Q = Z b X* des polynomes, et A € K. Alors :
k=0 k=0
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e on appelle somme de P et Q le polyndme

n
P+Q= Z(ak + bk)Xk.
k=0

e on appelle produit de P par A le polyndéme

AP =

n
(Aak)Xk.
k=0

e on appelle produit de P et Q le polyndéme

2n k
PQ = 2 Cka, ou Cr — Zaibk—i-
k=0 i=0 |

ExempLE: Soient P = 2X? +1et Q = 3X® — X?> 4+ 2X + 1. Alors

e P+Q=3X3+X2+2X=2

e 3P =6X2+3

o PQ=(2X24+1)(3X3 — X2 42X +1) = 6X5 —2X* + 7X3 + X2 42X + 1

Proposition 8.7

Soient P, Q et R des polynomes. Alors
e Px0=0

e PQ=0=P=00uQ=0

e si P=0,alors PQ=PR= Q=R

_

Proposition 8.8

Soient P, Q € K[X] et A € K. Alors

e deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q))

—c0 siA=0

* deg(AP) = { deg(P) sinon

_

o deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).



118 CHAPITRE 8. POLYNOMES

Proposition 8.9

Les égalités remarquables sont vraies sur K[X].Sin > 1:

Q=Y ()P

k=0

n—1
P — Qn — (P o Q) Z Pan—l—k
k=0

Soient P, Q € K[X]. On appelle composée de P et Q le polyndme

PoQ=P(Q) =Y aQ",
k=0

n
ouP =Y a X~ |
k=0

| Nota: Attention, la composition n’est pas commutative.

I ExempLE: La composée de X? et X+ lest (X +1)> = X>+2X +1.

Proposition 8.11

Soient P, Q € K[X]. Alors deg(P o Q) = deg(P) deg(Q).

Définition 8.1 2

On définit la dérivée d"un polyndme par

n ! n—1
(Z aka) = Y (k+ Dap X5
k=0 k=0

| Exempie: Ladérivée de X2 est 2X , la dérivée de 3X3 — 1 est 9X2 et la dérivée de 1 est 0.

Proposition 8.13

La dérivation est linéaire, i.e.

VP,Q e K[X], VA €R, (AP+ Q) = AP + Q.
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On a aussi
VP, Q € K[X], (PQ) = P'Q + PQ'.

_

Proposition 8.14

Pour tout polynéme P de degré au moins 1, on a deg(P’) = deg(P) — 1. Si deg(P) = 0 ou —oo,
alors deg(P') = —oo.

B

Définition 8.15

On définit la dérivée k-ieme d"un polynéme P par récurrence :

° P(O) =P
o plktl) — (p(k))’

_

ExeMPLE (A CONNAITRE) : Pour tous entiers n > p,ona

n!

(X”)(P) =nn—-1)---(n—p+1)X"F = = p)!

X"P,

Proposition 8.16

Sik < deg(P), alors
deg(P®) = deg(P) — k.

Sik > deg(P), alors
p® =o.
Théoréme 8.17 — Formule de Taylor

Soit P € K[X] eta € K. Alors

Fon&tions polynomiales

Définition 8.18
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Soit P = Y_a; X* € K[X]. On appelle application polynomiale associée i P I'application
R — K

35 n
P x ; 2 akxk .
k=0 |

NoT1a : En pratique, on a tendance a donner le méme nom au polynéme P et a ’application
Yy
polynomiale associée.

Il y a en fait une bijection entre les polyndmes et les applications polynomiales.

Toutes les opérations sur les polyndmes se transmettent de la méme fagon aux applications polyno-
miales :

~

e siR=P+Q,alors R=P+Q
e siR=PoQ,alors R=Po(
e cfc.

Nota: On note qu’en particulier, on identifie les éléments de K avec les polyndmes de degré
négatif ou nul : K = K[X]. Sous cette identification, on a alors sia € K (ou a € Kg[X])

P(a) =Poa = P(a).

Dorénavant, on notera X la fonction identité de KK, pour unifier les deux notions de polyndme et de
fonction polynomiale.

Racines d’un polynéme
Définition 8.19

Soient P € K[X] eta € K. On dit que a est une racine de P si

JQ € K[X], P = (X —a)Q.

Soit k € IN*. On dit que a est une racine de multiplicité k de P si

IQ € K[X], P = (X —a)*Q et an’estpas racine de Q |

ExempLE : On peut écrire X> + X?> + X +1 = (X +1)(X?>+ 1), donc —1 est racine de ce poly-
néme.

Si on travaille sur C, on peut continuer en

X+ X2+ X+1=(X+1)(X—i)(X+i),




CHAPITRE 8. POLYNOMES 121

etdonc i et —i sont aussi racines.

On peut écrire X7 —3X® +5X° —7X* 4+ 7X3 —5X?+3X -1 = (X —1)*(X?>+1)%, donc 1 est
racine de multiplicité 3.

Sur C, on a donc X7 —3X® +5X° —7X* +7X3 —5X?+3X -1 = (X — 1)3(X —i)>(X + )% et
donc i et —i sont racines de multiplicité 2.

Théoréme 8.20

a € K est une racine de P € K[X] si et seulementsi P(a) = 0.

On utilise souvent le théoréme précédent pour factoriser des expressions.

Théoréme 8.21

Soient P € K[X] eta € K. Alors a est racine de P de multiplicité k si et seulement si

Vie[0,k—1], PD(a) =0 et P¥(a)=0. |

Démonstration. Supposons que a est racine de P de multiplicité k. Montrons le résultat par
récurrence sur k :

e sik =1, on peut donc écrire P = (X — a)Q, ot a nest pas racine de Q. On a alors bien

P'(a) = Q(a) = 0.

e supposons le résultat vrai pour un k. Soit a de multiplicité k + 1. Alors on peut écrire
P = (X — a)**1Q ot1 a n’est pas racine de Q. Alors

P =(k+1)(X—a)fQ+ (X —a)"'Q = (X —a)*R,

oil a n’est pas racine de R. Par hypothese de récurrence, on a donc P')(a) = 0 pour
tout i entre 0 et k — 1. En ajoutant que P(a) = 0, on a le résultat voulu.

Inversement, supposons que toutes les dérivées de P s’annulent en a jusqu’au rang k. La for-
mule de Taylor de P en a s’écrit donc

dip (X—IZ)I a)
degP (X i a)l

Z Y(a)

deeP (X — a)ip(i+k) (a)
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| P®(a) étant non nul, a n’est pas racine de Q. i |

Corollaire 8.22

Soit P un polynéme non nul. Soient ay,...,a, les racines de P, de multiplicités respectives

a1, ..., 0&p. Alors
4

Y ap < degP.
k=1

Autrement dit, le nombre de racines, comptées avec multiplicité, d'un polynome est inférieur a
son degré.

Meéthode

Pour montrer qu'un polyndme est nul, on peut au choix :
e montrer que tous ses coefficients sont nuls
e montrer qu’il admet une infinité de racines

e montrer qu’il admet plus de racines que son degré

I ExempLE : La fonction sin n’est pas polynomiale. Sinon, soit P le polyndme associé. Alors tous
les k7t sont racines de P, et donc admettant une infinité de racines, P = 0. D’ol1 une contradiction.

I Exercice: Déterminer tous les polyndmes P tels que pour tout x € R, P(x + 1) = P(x).

Théoréme de d’Alembert-Gauss

Théoréme 8.23 — de d’/Alembert-Gauss

Tout polyndme complexe non constant admet une racine.

| Nota: Ondit que C est algébriquement clos.

Corollaire 8.24

Tout polyndme complexe non nul admet autant de racines (comptées avec multiplicité) que
son degré.

Corollaire 8.25
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Tout polyndme P complexe se factorise en

P = /\H(X — Lll')ai,

ou A € C, et les a; sont racines de P de multiplicité «;. |

NoTa : Attention, ce résultat n’est vrai que pour les polyndmes complexes. Un polyndme de
R[X] peut ne pas avoir de racine; par exemple, X> + 1 vu comme polynéme de R[X] n’admet
pas de racines, mais il admet bien deux racines si on le voit comme polynome de C[X].

On a par contre le résultat suivant :

Proposition 8.26

Soit P € R[X], et soita € C une racine de P. Alors ¢ est une racine de P.

| Exercice: Démontrer cette proposition.

En utilisant cette propriété, et en factorisant un polynéme réel sur C, on peut en déduire en rassem-
blant les racines conjuguées une factorisation sur IR.

ExempLE : Soit P = X* + 1. Alors, sur C, les racines de P sont ¢7/4, ¢3i7/4 o=3im/4 ot p=im/4  QOp
a donc

P = (X . ein/4> (X . e—in/4> (X . e3i7r/4> (X . e—m/4>
= (X* —2cos(/4) +1)(X? —2cos(37/4) +1)
= (X>—V2X+1)(X2+V2X +1)

ISWel=d Relations coefficients-racines

Nous travaillons dans cette section avec des polyndmes complexes (ou des polyndmes réels pouvant
s’écrire comme produit de polyndmes de degré 1).

Si P est de degré 2, on peut écrire, si 1 et r, sont les racines de P :
P=aX>+bX+c=a(X—1r)(X—r)=aX>—a(r, +r)X+arr.
En identifiant les coefficients, on a donc
b
rt+r=—-
a

c
a

Faisons la méme chose si P est de degré 3 :

P=aX’+bX*+cX+d=a(X—1r)(X—nr)(X—r).
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En développant et en identifiant, on a donc

b
M +ry+r3=——
C
riry + 1113 +ror3 = P

riror3 = — E

De fagon générale, on peut énoncer :

Proposition 8.27

n
Soit P = Y. a; X* un polynéome complexe de degré n, et soient rq, ..., r, (comptées éventuelle-

An—1 ap
rp=——— et ri=(=1)"—. |
l; ! a, 111 i=(=1) a,

ment plusi_eurs fois). Alors
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sW.B Exercices

Exercice 1

Résoudre les équations suivantes :

e Q? = XP? d’inconnues P, Q € K[X]
e PoP = P d’'inconnue P € K[X]

e P(X?)=(X2+1)P

1. Supposons que P et Q sont non nuls. Le degré de Q? est 2deg(Q), et celui de XP? est 1 + 2deg(P).
C’est donc impossible. Donc Q = 0 ou P = 0, et donc l’autre aussi.

2. Le polyndme nul est solution, supposons donc P non nul. Notons que deg(P o P) = deg(P)?. On doit
donc avoir deg(P)? = deg(P), et donc deg(P) < 1.

SiP=aX+b,alors PoP = a%2X + ab + b, et on doit donc avoir
a>=a et ab=0.

Donc (a,b) = (1,0) ou (0,b), et donc P = X ou P est constant.

Réciproquement, les polyndmes constants et X sont solutions.

3. Le polyndéme nul est solution; écartons-le. On a alors
2deg(P) = deg(P) +2,
et donc deg(P) = 2. On écrit donc P = aX? + bX + c, et on a alors en développant
aX* +bX2 4 c=aX* + X3 + (a+c)X*> +bX +c.
En identifiant les coefficients, on a donc

b=0 et c= —a.

Réciproquement, les 2X? — a sont bien solution.

Exercice 2

On définit une suite de polynémes (P, ), par

Py=1
P=X
Vn, Pyyo = XPyi1 + (1— %LXZ) P,

1. Calculer P, et P;.
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2. Démontrer que, pour tout n € IN, P, est de degré inférieur ou égal a n.
3. Pour tout n € IN, on note a,, le coefficient d’indice n de P,,.

a) Donner les valeurs de a; pouri € {0,1,2,3}.
b) Montrer que
1

VneN, a0 =a,11 — Za”'

¢) En déduire une expression de a, en fonction de n pour tout n € IN, puis le degré du
polynome P,,.

1. OnaP, =3X?+1etP; = X34 2X.

2. Montrons-le par récurrence. Pour n = 0 et n = 1, c’est évident. Supposons que deg(P,;) < n et
deg(P,+1) < n+ 1. Alors

deg(Pn+2) = deg (Xpn+] + <1 — 1X2> Pn>

< max (deg(Py+1) + 1, deg(Py) +2)
<n+2

3. a) Onadoncay=1,a1=1,a, = % etaz = %
b) C’est évident par calcul direct.

) On a donc une suite linéaire récurrente d’ordre 2, de polyndme caractéristique 2 — r + %. Il admet
7= % comme unique racine, et on a donc

1
ap = (an + b)27‘

Les valeurs de ag et a1 donnenta = b = 1.

Exercice 3
Factoriser les polynémes suivants :
a) X*— X2+ 1dans C[X] et R[X] b) X*—2X3+2X?—2X +1dans C[X] et R[X]

c) Xb+ X3+ 1dans C[X] d) X° —3X° +2X* — X2 +3X — 2 dans R[X],
sachant que 7 est racine complexe

1. P= (X—e%’) (X—e%'”) <X+e%”) (X—l—e’%) dans C[X] et P = (X% — \/3X +1)(X? + V3X + 1)

dans R[X].
2. P=(X-1)*(X—-i)(X+i)surC[X] et P = (X — 1)*(X? + 1) sur R[X].
3. P = (X3 _ e2in/3)(X3 _ e—2in/3)

- (X

_ ezmm) (X _ efzm/9) (X _ €4m/9) (X _ 6741'71/9) (X _ esmm) (X _ efsm/9>.
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4. iracine simple, donc —i aussi. 1 est racine double évidente, et on trouve 2 et —1 pour les deux dernieres
racines.

Exercice 4

Déterminer le nombre de racines réelles de

P,=nX"—-X"1_-...-X—1.

On prend n > 2. On a alors
Pi=X-1)nX"1 4+ n-1)X"2+... 42X +1) = (X-1)Q,

ouQp=X"+---+X+1

On a dong, en repassant au fonctions

A+l q
x—1 "

Vx € R\{1}, Qu(x) =

d’ou " )
, nx" —(n+1)x"+1
Vx € R\{1}, Q,(x) = G172 .

Soit la fonction
R — R

P x — "™l — (4 1)x" +1

Alors g est dérivable, et ¢'(x) = n(n+1)x"1(x — 1).

e Si n est impair, alors ¢ est strictement décroissante sur | — oo, 1] et strictement croissante sur [1, co].
¢(1) =0, donc ¢ ne s’annule pas sur R.

e Sin est pair, alors ¢ est strictement croissante sur | — oo, 0], strictement décroissante sur [0, 1] et stricte-
ment croissante sur [1, co[. Comme ¢(0) = 1 et ¢(1) = 0, ¢ s’annule une unique autre fois.

Finalement, si 7 est pair, P, a deux racines réelles, et si n est impair, P, a une racine réelle.

Exercice 5

Montrer qu’'un polyndme complexe non constant est surjectif.

Soit P € C[X] non constant. Soit z € C. Alors P — z admet une racine (théoréme de d’Alembert-Gauss), et
donc il existe u € C tel que (P —z)(u) = P(u) —z = 0.

Exercice 6

Montrer qu’un polynéme complexe P tel que Vx € R, P(x) € R est en fait a coefficients réels.

Si P =Y a;, XX, appelons P = Y. a; X*.

On vérifie simplement que pour tout z € C,
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On a donc pour tout x € R

Tout réel est donc racine de P — P, et donc P = P, autrement dit P est & coefficients réels.

Exercice 7

On considere I'ensemble de polynomes de C[X]

E={a(X*~-bX+1)|abeC}

1. Montrer que pour tout polynéme non nul de E, ses racines sont inverses I'une de 'autre.
2. A quelle condition sur b € R ne peut-on pas factoriser X> — bX + 1 dans R[X]?

3. Montrer que le produit de deux polyndmes non nuls de E est un polynéome palindrome de
degré 4, c’est-a-dire qu’il s’écrit

aX*+BX> + X+ pX +a, a,B,7€C.

4. Réciproquement, montrer que tout polynéme palindrome de degré 4 est le produit de deux
polyndmes non nuls de E, I'un d’eux étant unitaire.

1. Soit P, = X?> — bX + 1. D’apres les relations coefficients-racines, le produit des deux racines de P est
égal a 1, et donc elles sont inverses 1'une de 'autre.

2. Soit b € R. Le discriminant de P}, est A, = b? — 4. Ainsi, on peut le factoriser dans R si et seulement si
|b| > 2.

3. Soient P; = aP, et P, = cP;. Alors
PPy = ac(X* —bX +1)(X* —dX +1)
=ac(X*—(b+d) X3+ (2+bd)X? — (b+d)X +1)

4. Soit
P=aX*+BX>+9X*+BX+ua, aB,yeC.

Soient P; = P, et P, = cP;. Alors
PP =c(X* -~ (b+d)XP+ (2+bd)X> — (b+d)X +1)

Par identification, on a donc

o
(o}

On peut donc prendre ¢ = &, et b et d les racines de X2 + gX + X2
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Exercice 8

On cherche dans cet exercice a déterminer I'ensemble £ C C[X] des polyndmes factorisables par
leur dérivée :
E={PeC[X]|3QeC[X], P=QP'}.

1. Montrer que Cy[X] N & = {0}.
2. Pour A € C*, 0« € Cetn > 1, montrer que A(X — «)" est dans €.
3. Soit P € &€ non constant, et soit Q tel que P = QP’. On pose n = deg(P).

a) Calculer le degré de Q.

b) Montrer qu'il existe « tel que

1
P=-(X—a)P.
(X —a)

¢) Montrer par récurrence que pour tout k € [0,n — 1],

1

(k) —
P n—=k

(X — o) PHD),

d) Calculer P%) (&) pour tout k € [0, — 1]. Que peut-on dire de a?
e) Montrer alors qu’il existe A € C tel que P = A(X — )"

4. Conclure : déterminer I’ensemble £.

1. Le polyndéme nul est clairement dans £. Réciproquement, soit P € £ un polyndéme constant. Alors
P’ =0,etdonc P =0.

2. Posons P, = A(X — a)". Alors
P, =An(X —a)" 1,

et donc .
P, = ;(X_“)Pr/z eé.
3. a) L'égalité polynomiale nous donne
deg(P) = deg(Q) + deg(P’), soitn = deg(Q) +n — 1.

On a donc deg(Q) = 1.
b) On peut donc écrire Q = aX + b.

Soit a, le coefficient dominant de P,,. On a donc

a, = andy.

a, étant non nul, on a donca = %
Onadonc Q = (X —nb) = 1(X —«) en posant & = b

n n*
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c) Pour k = 0, c’est évident. Supposons la propriété vraie pour k. Alors

plk+1) _ < 1 (X - a)P(k+1)>,
_ b sery v pk2)
P kP + p— k(X «)P

Donc
Tl—k—lp(k+1): 1
n—k n—k

et on en déduit la propriété au rang k + 1.

(X _ oc)P(k+2),

d) X — a esten facteur de toutes les dérivées, et donc P*) () = 0.  est donc racine de multiplicité au
moins n. P étant de degré n, par le théoreme de d’Alembert-Gauss, toute racine est de multiplicité

inférieure ou égale a 1, et donc « est de multiplicité .

e) a est donc I'unique racine, et donc P s’écrit A(X — a)".

4. OnavuqueOe & et{A(X—a)"|AeC*,acC, n=1} CE.
Réciproquement, si P € &, alors soit il est constant, et alors il est nul, soit il est non constant, et donc de
la forme A (X — a)".

Finalement,

E={0U{AX—=a)"|AeC", aeC, n=1}.

Exercice g

Soient 7 € IN et ay, ..

unique polyndme L; € R, [X] tel que

Li(ﬁli) =1let Li(a]') =0Vj=i.

.,ay € R deux a deux distincts. Montrer que pour tout i € [0, 1], il existe un

Raisonnons par analyse-synthese : soit L; un tel polyndéme. Alors nécessairement, il existe A € R tel que

et donc

Li = )LH(X — 11])
J#
En notant que L;(4;) = 1, on a donc
= 1
[Tjxi(ai — aj)
P X — a].
ji A

Réciproquement, ce polynéme convient bien.



