Espaces @ riels

Dans ce chapitre, nous allons étendre les définitions vues dans le chapitre étudiant les espaces vec-
toriels K".

K désignera toujours I'ensemble R des nombres réels ou C des nombres complexes.

Définitions, vade-meducm

Dans cette section, on rappelle les définitions générales sur les espaces vectoriels (qui restent les
mémes que dans le cas K").

Définition 9.1

Soit E un ensemble.
On appelle loi de composition interne toute fonction 4 : E x E — E.

On dit que cette loi :

admet un élément neutresi de € E, Vx € E, e+ x = x + e = x (cet élément e est noté 0)

est commutativesi Vx,y € E, x+y =y +x

e estassociativesi Vx,y,z € E, x+ (y+z) = (x+y) +z

est symétrisable si Vx € E, dy € E, x +y = y + x = 0 (cet élément y est noté —x)

Un ensemble avec une loi vérifiant ces propriétés est appelé groupe abélien. |

Soit E un groupe abélien avec son opération + et son neutre 0. On suppose qu'il existe une
opération - : K x E — E telle que

e VxcE, 1-x=x

e VAEK, Vx,y€E,A-(x+y)=A-x+A-y

131
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e VA uekK, VxeE, (A+u)-x=A-x+u-y
e VA, uekK,VxeE, (Au)-x=A-(p-x)

On dit alors que E muni de + et de - est un K-espace vectoriel.

Les éléments de E sont appelés vecteurs , et ceux de K scalaires .

_

Définition 9.3

On appelle combinaison linéaire de E toute somme finie de la forme

n
Z Aka,
k=1

otiles A, € Ketx, € E.

_

Proposition 9.4

Un espace vectoriel est stable par combinaison linéaire :

n
Vxi, ..., %0 €E, YAy, An €K, ) Agxi € E.
k=1

_

Proposition 9.5

Soient A € K et x € E. Alors

e Ax =0sietseulementsiA =0oux =0

e le symétrique de x vérifie —x = (—1) - x.

_

Définition 9.6

mémes lois).

Soit F C E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si F est un espace vectoriel (pour les |

Proposition 9.7

F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

e FCE

e F estnon vide
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e F est stable par addition et multiplication par un scalaire, i.e.

VAeK, Vx,ye F, x+ Ay € F.

_

Proposition 9.8

Toute intersection (finie ou non) de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de
E.

K

Proposition 9.9

espace vectoriel.

Si F et G sont des sous-espaces vectoriels, alors F +G = {u+v | u € F, v € G} est un sous- |

Proposition-Définition g9.10

Soient uy, ..., ur € E. On appelle sous-espace vectoriel engendré par uy, . . ., uy le plus petit (au sens
de I'inclusion) sous-espace vectoriel de E contenant uy, .. ., uy.

Il est noté Vect(u, . .., ux) et est donné par

k
Vect(uy, ..., u;) = {Zaiui
i=1

0(1,...,Dék61[<}.

_

Définition g.11

Soit {uy,...,u,} une famille de vecteurs de E. On dit que la famille est :

e li¢e s'il existe un i € [1, 1] tel que u; soit combinaison linéaire des u;, j #i;

o libre si elle n’est pas liée; on dit aussi que les vecteurs uy, . .., u, sont linéairement indépen-
dants.

Définition g.12

On dit qu'une famille infinie de vecteurs de E est libre si et seulement si toute sous-famille finie
est libre.

K

Théoréme 9.13
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Une famille {u, ..., u,} estlibre si et seulement si

n
V/\l,...,/\nEIK,ZAkuk=0=>Vk€[1,1’l], A =0. |
k=1

Proposition 9.1 4

Une famille de un vecteur est libre si et seulement si ce vecteur n’est pas nul.

Une famille de deux vecteurs est libre si et seulement si ces deux vecteurs ne sont pas coli- |

néaires.

Proposition 9.1 5

Soit F = (uy,..., up) une famille libre de E. Alors toute sous-famille de F est libre.

Définition 9.16

Soit {uy,..., up} une famille de vecteurs de E. Soit F sous-espace vectoriel de E.

On dit que cette famille est génératrice de F si Vect(uy,...,u,) = F.

Proposition 9.17

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors en ajoutant n'importe quel vecteur de F a une famille
génératrice de F, la famille reste génératrice.

Définition 9.18

Soit F un sous-espace vectoriel de E, et soit B = {uy, ..., up} une famille de vecteurs de F.

On dit que B est une base de F si elle est libre et génératrice.

Proposition-Définition g9.19

Une famille B = (uy,..., up) est une base de F si et seulement si tout vecteur de F s’écrit de
fagon unique comme combinaison linéaire de vecteurs de B.
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Dans ce cas, si
|4
u = Z Akuk,
k=1

alors les scalaires Ay, ..., A, sont appelés coordonnées de u dans B.

_

Théoréme g.20

meéme cardinal.

Pour tout sous-espace vectoriel F de E, si F admet une base, alors toutes les bases de F ont le |

Exemples classiques d’espaces vetoriels

On va plutot axer ce chapitre sur les différents espaces vectoriels a connaitre. On a déja traité le cas
K", et on va donc regarder les espaces vectoriels suivants : K[X], R/, M,, ,(K) et RN.

Lespace des polynémes

Proposition g.21

L'espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans K, muni de son addition et du produit par
un scalaire usuels, est un espace vectoriel.

On ne donne pas la preuve formelle, mais on se convainc que toutes les propriétés voulues sont bien
vérifiées.

Proposition-Définition g9.22

La famille (1,X,X2,...) est une base de K[X], appelée base canonigue.

Démonstration. 1l est clair que cette famille est génératrice : tout polyndme s’écrit comme
combinaison linéaire finie de mondmes.

Montrons alors qu’elle est libre. Soit donc la sous-famille {Xil, ' }, les iy étant distincts
deux a deux. Soient alors Ay, ..., A, des scalaires tels que

MXT 4 A X = 0.

Alors par définition de nullité dun polyndme, tous les coefficients sont nuls, et la famille est
donc bien libre. O

On peut méme énoncer de facon plus générale :
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Proposition 9.23

Soit {Py | k € I} ot I C IN une famille échelonnée de polyndmes, i.e. telle que tous les Py aient
des degrés distincts. Alors cette famille est libre. |

On peut donner des exemples classiques de sous-espaces vectoriels :

Proposition g.24

Pour tout n € IN, I'ensemble K, [X] des polynémes de degré inférieur ou égal a n est un sous-
espace vectoriel de K[X].

_

Sa base canonique est (1,X,---,X").

Démonstration. Cet ensemble est bien non-vide, et stable par combinaison linéaire.

De plus, la famille (1, X, ..., X") est bien libre car échelonnée, et génératrice par définition de
polynome. 0

N 'espace des fon&ions

Dans cette partie, I designe un intervalle de R.

Proposition g.25

usuel, est un espace vectoriel.

L’ensemble R! des fonctions de I dans R, muni de son addition et du produit par un scalaire |

Nota : En fait, pour tous ensembles E et F, out F est un espace vectoriel, I'ensemble F E est un
espace vectoriel.

Proposition 9.26

des sous-espaces vectoriels de R’.

Soit k un entier naturel. Alors 1’ensemble des fonctions dérivable k fois, et I'ensemble C*¥ sont |

En particulier, on retrouve par exemple le théoreme vu pour les équations différentielles :

Proposition g9.27

L’ensemble des solutions d'une équation différentielle linéaire homogene est un espace vecto-
riel.

K
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Proposition 9.28

Pour tous 7 et p, I'ensemble M,, ,(K) est un espace vectoriel.

On note qu'une matrice de M, ,(K) est simplement la donnée de np coefficients, et on peut donc
facilement donner une base :

Proposition g.29

Pourtous1 <i<netl<j<p onnoteE;; lamatrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf
celui de la i-ieme ligne et de la j-ieme colonne qui vaut 1.

Alors la famille (E;;) ;; estune base de M, ,(K), appellée base canonique. |

NoTa: Les ensembles de matrices étant des espaces vectoriels, on pourra alors considérer des
applications linéaires entre ces espaces; applications qu’on pourra écrire sous forme de matrices.

On peut donner quelques exemples classiques de sous-espaces vectoriels : 1’ensemble des matrices
diagonales, triangulaires, de trace nulle, efc.

-W'8 L'ensemble des suites

Proposition 9.30

L’ensemble KN des suites réelles ou complexes est un espace vectoriel.

On retrouve alors le théoreme déja vu sur les suites :

Proposition 9.31

Soit la relation de récurrence linéaire donnée par

Upio = Allyq + buy,.

Alors I'ensemble des suites solutions est un sous-espace vectoriel de RN. |

On peut alors citer quelques sous-espaces vectoriels : 1’ensemble des suites convergentes, 'en-
semble des suites stationnaires, etc.
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Dimension
Définition 9.32

Un espace vectoriel E est dit de dimension finie s'il possede une famille génératrice finie.

Dans le cas contraire, on dit qu’il est de dimension infinie.

On a alors, comme dans le cas de K", les théorémes suivants :

Théoréme 9.33 — de la base extraite

Si E est dimension finie, de toute famille génératrice finie on peut extraire une famille libre.

Nota: Cet algorithme est basé sur la relation suivante :

Vei,...,ens1 € E, ey1 € Vect(eq, ..., e,) = Vect(ey, ..., enr1) = Vect(ey, ..., en).

Meéthode

On rappelle I'algorithme d’extraction de base, en partant d"une famille génératrice finie :
e sila famille est libre, alors c¢’est une base

e sinon, un des vecteurs (par exemple ¢,) s’écrit comme combinaison linéaire des
autres; on I’enleve de la famille, qui reste génératrice de E

e on réitere tant que la famille n’est pas libre.

La famille vide étant libre, I’algorithme s’arrétera nécessairement.

Théoréme 9.34 — de la base incompléte

Toute famille libre peut étre complétée en une base de 1'espace.

Méthode

On donne 'algorithme dans le cas d'un espace de dimension finie, en partant d"une famille
libre :

e sila famille est génératrice, c’est une base

e sinon, on cherche un vecteur de E qui n’est pas combinaison linéaire des vecteurs de
la famille, qu’on ajoute a la famille

e on réitére tant que la famille n’est pas génératrice.
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Finalement, un espace est de dimension finie si et seulement s’il admet une base finie. On admet
alors que dans ce cas, toutes les bases ont le méme nombre de vecteurs.

Définition 9.35

Si E est de dimension finie, on appelle dimension de E, notée dim E, le cardinal commun de
toutes les bases de E.

E

EXEMPLES (FONDAMENTAUX) : D’apres ce qu’ona vu:

e les espaces K, [X], M, ,(K) et K" sont de dimensions finies, et

dimK,[X] =n+1, dim M, ,(K) =np et dimK"=n.

e les espaces K[X], R! et RN sont de dimension infinie.

Dans la suite de cette partie, E désigne un espace vectoriel de dimension finie p.

Proposition 9.36

Tout sous-espace vectoriel de E est de dimension finie, de dimension inférieure ou égale a p.

De plus, un sous-espace vectoriel de E est égal a E si et seulement si sa dimension est p.

Définition 9.37

espace de dimension 2 et hyperplan tout sous-espace de dimension p — 1.

On appelle droite vectorielle tout sous-espace vectoriel de dimension 1, plan vectoriel tout sous- |

On peut alors trouver par exemple la dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels :

Proposition 9.38

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E, de dimension finie. Alors

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(FN G).

_

En dimension finie, de fagon analogue aux ensembles finis, certains propriétés sur les familles de
vecteurs sont simplifiées.

Proposition 9.39

Soit F une famille de n vecteurs de E. Alors :
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si F estlibre, alors n < p

si F est génératrice de E, alors n > p

si F estlibre et n = p, alors F est une base de E

si F est génératrice de E et n = p, alors F est une base de E. |

Dans le cas ot la famille a le méme nombre d’élément que la dimension de 1'espace considéré, on a
donc :

Proposition 9.40

Soif F une famille de p vecteurs de E. Alors sont équivalentes

(i) F estlibre

(ii) F est génératrice

(iii) F est une base. |

Méthode

Tres souvent, en dimension finie, pour montrer qu'une famille F est une base de E, on
peut :

e montrer que F contient dim E vecteurs

e montrer que F est libre.
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Wl Exercices

Exercice 1

Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels ?

1. L'ensemble des fonctions croissantes.
2. L'ensemble des fonctions monotones.
3. L'ensemble des fonctions d’intégrale nulle sur [0, 1].
4. L'ensemble des fonctions qui s’annulent en 0.
5. L'ensemble des fonctions qui s’annulent.
6. L'ensemble des fonctions paires.
7. L'ensemble des polynomes de degré 2.
8. L'ensemble des polyndmes ayant autant de racines réelles distinctes que leur degré.
9. L'ensemble des suites arithmétiques.
10. L'ensemble des matrices de trace nulle.

11. L’ensemble des matrices inversibles.

1. Non 2. Non (id et id®) 3. Oui
4. Oui 5. Non 6. Oui
7. Non 8. Non 9. Oui
10. Oui 11. Non

Exercice 2

1. Dans l'espace vectoriel C°([0,27]), on pose
fi:x—cos(x), fa:xwrxcos(x), fz:xr>sin(x) et fq:x— xsin(x).
Montrer que la famille (f1, f2, f3, fa) est libre.

2. Soient a,b,c € R deux a deux distincts. Dans 1’espace vectoriel C°([0,27]), étudier la liberté
de la famille
(x = sin(x +a),x — sin(x + b), x — sin(x +¢)).
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3. Dans l'espace vectoriel C°(IR), on pose pour tout k € N fi: x — €.

Montrer que la famille ( fi)epo, . est libre pour tout n.

1. Soienta,b,c,d € Rtelsque f1 +bf, +cfs +dfs =0.
e En évaluanten x = 0, on obtient a = 0.
e En évaluant en x = 71, on obtient b = 0.
c+ 7d=0

,puisc =d = 0.
—c—%”d:O P

e Enévaluantenx = 7 etx = 37”, on obtient {

2. La famille est clairement liée, les trois fonctions étant combinaisons linéaires de sin et cos.

n
3. Soient Ay, ..., Ay, € Rtelsque Y Agfy =0.
k=0

e En faisant tendre x — —o0, on trouve Ay = 0.
e En divisant par e*(= 0) puis en faisant tendre x — —oo, on trouve A1 = 0.

e On poursuit pour trouver A, = 0 pour tout k.

Exercice 3

Soit A = , et soit

o O = O
S = O O
_ o O O
S O O

a,b,c,d e R

QUL TR
a S X
(SRS RN T o

ISR ST T .

1. Montrer que E est un espace vectoriel.
Montrer que (I, A, A2, A3) est une base de E.

Montrer que toutes matrices B et C de E commutent, et que BC € E.

e

Calculer (I + A)8.

a d c b e h g f
. . b a d c f e h g
1. Onabien04 € E,donc E # @.S51 M = et N = sontdans Eet A € R,

c b a d g f e h

d c b a h g f e

alors
a+Ae d+Ah c+Ag b+ Af
M4+ AN = b+Af a+Ae d+Ah c+Ag cE

c+Ag b+Af a+Ae d+Ah
d+Ah c+Ag b+Af a+Ae
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E est donc un sous-espace vectoriel de My4(RR).
2. La famille est clairement génératrice de E, et on vérifie facilement qu’elle est libre.

3. Toute les matrices de E s’écrivent comme combinaison linéaires de I;, A, A% et A3, qui commutent. De
plus, on note que A* = Iy, et donc le produit de deux matrices de E reste dans E.

4. On utilise la formule du bindme de Newton, les deux matrices commutant :

e+ ap =3 (§) 4

k=0
= I+ 8A +28A% +56A% + 701, + 56 A + 28A% +8A3 + I,

= 7214 + 64A + 56 A% + 64 A3

72 64 56 64
64 72 64 56
56 64 72 64
64 56 64 72

Exercice 4 Interpolation de Lagrange

On fixe des points xo, ..., x, € R, etag,...,a, € R. Lebut de l’exercice est de trouver un polynéme
tel que f(x;) = a; pour tout i.

1. Montrer que pour tout i € [0, 1], il existe un unique polynéme L; de degré n tel que
Ll-(xi) =1 et Vj=i, Li(x]-) =0.

2. Montrer que la famille (L;)o<<y, est une famille libre de polynomes.

3. En déduire que c’est une base de R,,[X].

4. Montrer alors qu’il existe un unique polynéme de degré n tel que

Vi e [0,n], P(x;) = a;.

1. On a déja n racines données pour L;, il existe donc A; € IR tel que

n
L,’ = )Ll' H(X — xk).
k=0

k=i

En évaluant en x;, on obtient

1
A= — ,
IT (i — xx)
k=0
k=i
et on trouve alors
nX—x

L= k

k=0 Xi — Xk
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n
2. Soient «g, ..., a, € Rtels que ) «;L; = 0. Alors en évaluant en x;, on obtient
i=0

n
Y aiLi(xg) = ap = 0.
=0

La famille est donc libre.
3. La famille est libre, et contient n + 1 = dim IR,,[X] vecteurs, et donc en est une base.

4. Considérons le polynome }_4;L;. Alors ce polyndme vérifie la condition. Soit alors deux polynémes P
et Q qui conviennent. On peut alors tous les deux les décomposer sur la base des (L;) pour avoir

P = ZOC[L[ et Q= ZﬁiLi'

Mais alors
P(x;) = a; = a; = Q(x;) = Bi.

Les deux polyndmes sont bien égaux.

Exercice 5
Soit n € N. Montrer que la famille B, = {X*(X —1)"~* | k € [0, 1]} est une base de R,,[X].

Indication : On pourra procéder par récurrence sur n.

Soit donc pour tout 7 la proposition ¢(n) : "La famille B, est libre dans R, [X]".

e La proposition ¢(0) est trivialement vraie, la famille B étant libre, et Ky[X] étant de dimension 1.
e Soit donc n € N, et supposons ¢(n). Soient A, ..., A1 € R tels que

n+1
Y XX —1)"F =0
k=0

En évaluant en 0, on a directement Ag = 0. On a alors

n+1
0= /\kxk(X_l)iﬁFlfk
k=0
n+1
_ Z /\ka(X _ 1)714*17]( =0
k=1

n+1
=X Y pxElx -1y
k=1
n+1
=X Y A X(x-1)"t
(=0
Finalement, on a
n+1
Y A X{(X=1)"" =0,
(=0

et par hypothese de récurrence, tous les A, 1 sont nuls.

Finalement, par théoréme de récurrence, la famille B, est toujours libre.

Comme elle contient n + 1 = dim R, [X], elle constitue bien une base de R,,[X].
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Exercice 6

On rappelle que pour une matrice carrée de M € M,,(R), on appelle trace de M le réel

n
Te(M) =) M.
i=1

Une matrice M € M, (R) est dite antisymétrique si MT = —M.

On dit qu'une matrice M € M3(IR) est magique si pour tout j € [1, 3],
3 3 3 3
Zmi,j = Zmi,j = Zmi,i = Zmi,n+14-
i=1 j=1 i=1 i=1
On note MG3(IR) I’ensemble des matrices magiques de M3(R) .

1. Montrer que MG;(IR) est un sous-espace vectoriel de M3(RR).

2. Montrer que I'ensemble des matrices magiques antisymétriques est un sous-espace vectoriel
de M3(R), et en donner une base.
3. Faire de méme pour les matrices magiques symétriques.

Indication : on pourra commencer par chercher les matrices magiques symétriques de trace nulle.

4. Montrer que toute matrice magique s’écrit de facon unique comme somme d"une matrice ma-
gique symétrique et d'une matrice magique antisymétrique.

5. En déduire la dimension de MG3(IR).

1. II suffit de vérifier les axiomes.

2. L’ensemble des matrices antisymétriques est un sous-espace vectoriel, ainsi que celui des matrices ma-
giques. L'intersection des deux reste donc un sous-espace vectoriel.

0 —a —b
Soitalors A= |a 0 —c | une matrice antisymétrique magique.
b ¢ 0
Onaalorsa+b = —a+c= —b—c, etdonca = ¢ = —b. Finalement, I'espace vectoriel des matrices
magiques antisymétriques est engendré par la matrice
0o -1 1
Ma=1(1 0 -1
-1 1 0
a b c
3. SoitA= (b e d une matrice magique symétrique de trace nulle. On a alors
c d —a—e
a+b+ ¢ =0

—a + c+d—e=0
2c +e=0

b +d+e=0 {a:d:—b
d’ou .
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Ainsi, A est de la forme A Mg, ot

1 -1 0
Mg=|-1 0 1
0 1 -1

On note ensuite que toute matrice symétrique s’écrit sous la forme (A + % Tr(A)J ) - % Tr(A)J ot J est
la matrice ne contenant que des 1.

L’ensemble des matrices magiques symétriques est donc engendré par | et Mg, qui sont bien linéaire-
ment indépendants.

De facon générale, on peut écrire pour toute matrice
M= (Mt M)+ (M- M7
2 2 '

Or (M + MT) (resp. + (M — MT)) est une matrice symétrique (resp. antisymétrique), qui est magique
si M lest.
Soir M = S; + A1 = S + A, deux décompositions de M. On a alors

S1— 58 =Ay— Ay,

et en passant a la transposée,
S1—S5,=A1— Aj.
On adonc §; = Sy, puis A1 = Ay, et la décomposition est bien unique.

Ainsi, la famille (M4, Mg, ]) est une famille génératrice de MG3(IR), et elle est bien libre. L'espace des
matrices magiques est donc de dimension 3.



