Devoir libre 2

Angers Le Fresne : BCPST 2

Pour le 14 octobre 2024

Exercice 1. Répartition de boules dans des boites

1. Chaque boule "choisit" indépendamment une boite parmi les n disponibles, et on a donc n”.

2. (a) S'iln’y a qu'une boite disponible, le nombre de boules étant non nul, il est clair qu’il n’y aura aucune boite vide,
donc A(r,1) =1.
Pour deux boites, seules deux répartitions laissent une boite vide, et donc A(r,2) = 2" — 2.
Sir < n,iln’y a pas de répartition remplissant toutes les boites, et donc A(r,n) = 0.

(b) Soit une répartition ne laissant aucune boite vide. Soit alors k le nombre de boules dans la boite n + 1. Il reste
alors r — k boules a répartir.

Ceci étant valide pour tous les k de 1 a r — 1, avec () choix pour les k boules a mettre dans la derniére urne, on
a bien

n=1 r,
Alr,n+1) = A(r—k,n).
e = L () Atr—km)
(c) Soit ¢y, la proposition

Vr € N, g(—l)icl) (n—1i)".

e Par la question 1, on a bien ¢;.



e Soit n € IN*, supposons ¢,. On a alors, pour r € IN*

Alr,n+1) = ;_1 (;;)A(r —k,n) par2a
E B e
= r:__: (TZ) (—1)’22 <k) (n—i)% en échangeant les sommes finies
= 11: (?) (=1) (n—i+1)"—(n—i)"—1) parlebinéme de Newton
=T (o -0y =T () v - E (1)

i=1 i=0
= (1)~ (1) - ;j (,2)) D=y - 2: (§) -1y
= (n+1) — (=1)" —n(-1)""' - :j <(l Z 1) + (’:)) (—1)i(n — i)
SRR R EE e o (e IS
(1) — (“1)" (1)) +: (") ey
_ zi;) (”JZT1> (—1)i(n+1—i)
(d) On adongc, par les questions 1 et 2c,
po(r,n) = AS:;”) = n_l(—l)iui(r,n)
i=0

3. On commence par choisir quelles boites resteront vides ((']1) choix), puis on répartit les boules dans les n — j boites
restantes, sans en laisser vide (A(r, n — j) choix).
n

Finalement, on a donc (]

JA(r,n — j) répartitions laissant exactement j boites vides.

4. On adonc
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5. On propose le code suivant :

def repartition(r,n):
1 = [[] for _ in range(n)]
for i in range(r):
boite = rd.randint (0,n-1)
1[boite] .append (i)

return 1

def nombreVide(1l):



cmpt = 0
for elem in 1:
if elem==[]:
cmpt += 1
return cmpt

def simul(n,N):
r = int(np.floor (n*np.log(n/2)))

res = [0 for _ in range(n)]
for _ in range(N):
j = nombreVide(repartition(r,n))
res[j] += 1
res = [elem/N for elem in res]
plt.bar(range(n) ,res)
plt.show ()

return res

6. On note que pour tout k € IN*,
(N+k)!=NI(N+1)---(N+k) > NN

On retrouve alors bien l'inégalité demandée.

k
Tous les termes étant positifs, et la série ) (%) étant convergente comme série géométrique a raison dans | — 1,1],

: PUTIUR . L. N-+k
par comparaison de séries & termes positifs, la série ) m converge, et

i AN+E AV AN AN A
= (N—l—k)!\ N! = N/ NIN—-X
De plus, la série étant a termes strictement positifs, sa somme l'est aussi.

7. (a) On a directement e i = %

(b) Une étude rapide la fonction t > —1 — t —In(1 + f) permet de conclure.

(c) Montrons par récurrence sur i € IN* la propriété ¢;
ii—1 k
Vn i+, (7.1):’7 (1—).
i it n

e Soiti € IN*, et supposons ¢;. Alors pourn > i+ 2,

(i11>_?_i(?>

e Pouri =1, c'est évident.

On a bien ¢;1.
Finalement, par récurrence, on a bien ¢; pour tout 7, et donc I'égalité demandée.

(d) Il est clair que u;(r,n) > 0.



Ensuite, d’apres la question précédente, en notant que n = Ae’, on a

Pie1 .
ui(r,n) = % (1 — k> e/ n(1=3)
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8. (a) Onreconnait une série exponentielle, et la somme vaut donc e M.

(b) Tout d’abord, la série exponentielle convergeant absolument, on a par inégalité

puis par changement d’indice

et on conclut par la question 6.
Pour la seconde inégalité, il suffit d'utiliser le résultat de la question 7d.

On a donc
0 .)\i n—1
et —polr,m)| = | ()5 = ¥ (=D'i(r,m)

i=0 : i=0
N i co i n—1

=Ly (Fowem) + 3 G0 T 1)
i=0 ! i=N+1 !
N . /\i e © B iii

< B (Fuem)|+| X |
N (A AN A

B —-1)' - — uilr, 2—

S Eo( ) (z! i ”)> TENIN A

(¢) Quand n — oo, 0n a

Les autres termes du produit tendant vers 1, on a bien la limite cherchée.

Dans l'inégalité 8b, la somme tend donc vers 0, et on a bien l'inégalité cherchée.

(d) Par croissance comparée, on a
lim EL =0
N—oo N!' N—A !
et donc quand n — oo, ona
A

nh_rgo po(r,n) =e .

On a donc ‘
M o,

n—oo

triangulaire

lim p;(r,n) = Ji_r)r;ouj(r,n)po(r,n —j) = j—!e_ .



Exercice 2. G2E 2010, Probleme 2

1. (a) Lafonction g est dérivable sur RY, et pour tout x > 0

1 _1-2yx

S0 =3m " T

La fonction g est donc croissante sur [O, ﬂ et décroissante sur {}I' (%) {
Elle est alors positive sur [0, 1] et négative sur [1, oo|.

(b) Supposons t > 1. Montrons par récurrence la propriété ¢, : "1 < x,41 < x5

e @q est évidente, car VEL T

e Soit n € IN. On suppose ¢;.
On aalors x4 7 < x,41 d’apres 1’'étude du signe de g, et x,, 1 > 1.

Par théoreme de récurrence, on a bien montré ¢, pour tout n.

La suite (x,) est donc minorée par 1 et décroissante, et converge donc. Sa limite vérifie alors { = V¢, et donc
£ =1,le cas ¢ = 0 étant exclu d’apres la minoration.

(c) De méme que dans la question précédente, on montre que pour tout n

12> x,401 2 x5
La suite est donc croissante et majorée par 1, et donc converge.
Sa limite vérifie alors ¢ = /¢, et donc ¢ = 1 (le cas £ = 0 est impossible la suite étant minorée par ¢ > 0).

2. Soitn € IN. On a alors
Up+1 — Un = 2n+1(xn+1 -1) - zn(xrzz+1 -1
2
=—2"(xp41—1)
La suite (u,) est donc décroissante.

3. Un calcul analogue donne pour tout n € IN

n

2

Upnyl — On = T(xn-&-l -1)%
Yit+1

La suite (vy,) est donc croissante.

4. Onapourn € N
(xn —1)?
X,

Uy — Oy = 2"
On a bien u,, — v, > 0.
5. D’apreés les trois questions précédentes, on a pour tout n € IN
u, = vgeto, < up.
La suite (u,) (resp. (vn)) est donc décroissante et minorée (resp. croissante et majorée), donc converge.

6. Notons a et b les limites de (u,) et (vy) respectivement. En passant  la limite dans la relation v, = *, d’apres la
question1,onab = a.

7. Les suites (u,) et (v,) sont donc adjacentes, et donc pour tout n

u, =L > v,.

En particulier, on a pour n = 0

1
t—1>L>1—?

8. Sit = 1, l'inégalité précédente donne directement f(1) = 1.



9. On a pour tout t > 0

1
t-12 (217

On a donc pour tout t > 1

—_

f () 1
1 t’
et par encadrement, on a une limite a droite qui vaut 1.

De la méme fagon, le taux d’accroissement admet une limite a gauche qui vaut 1, et donc

La fonction f est donc dérivableen 1, et f'(1) = 1.

10. (a) Montrons par récurrence la propriété ¢, : "Vti,ty > 0, x,(f1t2) = x,(t1)xn(t2)".
o C’est évident pour n = 0.
e Soit n € IN. On suppose ¢;. Alors

Xnt1(tit2) = \/xn(t1t2)
= \/xn(t1)xn(t2) par ¢n

=\ xu(t1)y/ xn(f2)
= X1 (t1)Xnpa (f2)
Par récurrence, on a bien la propriété demandée.
(b) On apour toutn € N

un(trt2) = (1) — un(t2) = 2" (en(trt2) — 1) = 2*(a(t1) — 1) = 2" (xu(t —2) — 1)
= 2" (xn(t1)xn(t2) — xn(t1) — xu(t2) + 1)
=2"(xu(t1) = 1) (xa(f2) = 1)
=2""un(t1)un(t2)
Les suites (u,(t)) étant convergentes, la limite cherchée vaut 0.
(c) Par opération sur les limites, toutes les suites étant convergentes, on a donc

limuy, (t1t) = limuy, () 4+ limu, (t2),

c’est-a-dire exactement
fltit2) = f(t1) + f(t2).
11. (a) Soientt > O0eth € Rtelquet+h > 0. Alors 1+ % > 0, et par la question précédente,

f(t)+f<1+};) =f<t (H};)) = f(t+h).

(b) La fonction f est dérivable en 1, et donc y admet le développement limité
f(1+x) :x—i—o(gx).
x—

On a dong, avec t et h comme dans la question précédente

fe+h) —f) _1
h t

La fonction f est donc dérivable en t, et f/(t) = 1.

(c) f est donc une primitive sur R* de la fonction inverse, et comme f(1) = 0,ona f =

12. On montre par récurrence immédiate que pour tout n € N
1 In(¢)
X () = t27 = exp ( o ) .

On a donc uy (f) = 2" (exp (1 n(f) _ 1)), et donc

In(r)

wn(t) ~ 2" 2

= In(?).

On retrouve alors bien f =
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