Sujet B

Concours Agro-Véto

2009

PARTIE I

I.1. On reconnait le cadre d"une loi géométrique, de parametre p. Son espérance vaut donc % et sa variance
a4

P
I.2. (a) Comme pour la question précédente, les Xy suivent une loi géométrique de parametre p.

R
(b) Onaalors X = Y X;.
k=1

(c) Par linéarité de 1'espérance, on a E(X) = %

Rg
F .
I.3. (a) Il faut au moins R greffes, donc I = {R,R+1,...}.

(b) i. Par indépendance des variables, on a

Par indépendance des X;, ona V(X) =

R
]P(Xl = X1,-- .,XR = xR) = H]P(Xk = xk)
k=1

R
=[Ipe!
k=1
R _n—R
=pq
ii. On note que I'événement [X = n] est I'union disjointes des événements [X; = x1]N---N
[Xgr = xg] pour tout R-uplet (x1,...,xg) tel que x1 + - - - + x, = n.
Le résultat trouvé a la question précédente ne dépendant pas du R-uplet, on a donc
P(X =n) = a(R,n)pRg" X,

I4. e Un tel partage estla donnée de R — 1 réels distincts de |0, n[, notés yy, . .., ygr—1 rangés dans l’ordre
croissant. Notons P I’ensemble de ces partages, et S ’ensemble des solutions de (E).

On définit la fonction
p — S
W1 yr1) — W ¥2=Yi,- YR YR-21 — YR-1)
Par somme télescopique, cette fonction est bien définie.
On définit la fonction

[

) S — P
P .
(x1,...,xr) — (x1,x1+2x2,..., %1+ +Xgr_1)
On vérifie facilement que ces fonctions sont réciproques 1'une de 1’autre, et donc sont bijectives.
e Comme dans la question précédente, un partage de S s’obtient en choisissant les R — 1 y;.
e On a donc a(R,n) = Card(P) = (ﬁj) Finalement, on a pour tout n > R, P(X = n) =

(R)pRem R,



PARTIE 11

II.1. (a) Ona

R
=[[P(Xx <n) parindépendance

k=1
R
=]]1—-4¢" parl2a
k=1
=(1-q")"

(b) On a alors pour tout n € IN*
R
P(Y=mn)=(1—-q)°~(1-¢"")".

I1.2. (a) Pourtoutn € N*, onadonc u, = v,,_1 — vy, etug =1 —vg.
(b) On a donc

Mz

N
Z n-1—0n)
n=1 n=1
Nfl
= (n+1)v Z noy
n=0
N-1
= vy — Noyn
n=0

Si la série 0v,, converge, comme elle est a termes positifs, on a alors

N N-1 +o0
Y nuy <Y v, <Y o
n=1 n=0 n=0

La suite des sommes partielles de la série a termes positifs onu, est donc majorée, donc la série
converge.

(c) Ona pour tout n
+o0
Z U
k=n-+1
On en déduit, si } nu, converge,

Nov, = Z Nu, < Z kuy.
k=n+1 k=n+1

La série convergeant, son reste converge vers 0, donc par théoreme d’encadrement des limites, la
suite Nuy converge vers 0.

(d) On avu le sens direct en I1.2.c et le sens réciproque en I1.2.b.
Dans le cas de convergence, en passant a la limite dans 1’égalité I1.2.b, on a 1’égalité voulue.

IL3. (a) Onag €]0,1], donc 4" — 0. On a alors I’équivalent usuel v,, ~ Rq".

(b) La série géométrique positive }_ Rg" étant convergente car g €]0,1|, par théoréeme de comparai-
son des séries a termes positifs, la série } v, converge. Par la question 11.2.d, Y admet bien une
espérance, égale a la somme de la série ) v,,.



I1.4.

IL.5.

(c) Pour R = 2,0nav, = 2¢" — g*". Comme g et 4° sont dans 0, 1, les séries }" 27" et }_ ¢*" convergent
toutes les deux, et par linéarité,

_1+2q

=12

E(Y)
(a) La fonction f est dérivable sur R, et
Vx>0, f/(x) = Rin(g)g*(1 — ¢*)* ' <.

La fonction est donc bien décroissante.

(b) On utilise un développement limité, avec g* P 0:
X—+00

R(R—-1 —R(R—-1
f(x)—Rq":Rq"— ( 5 )qu_qu+O(q2x) ~ (2 )qu‘

(c) Ainsi, f(x) — Rq* et qux sont de méme signe au voisinage de +oco, donc pour x assez grand
f(x) < Rg* = Rexn(a),
La fonction f est continue sur Ry, et I'intégrale f0+°° Re¥n(@)dyx est convergente (car I11(q) < 0).

Par théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives, 1'intégrale f0+°° f(x)dx est
convergente.

(d) Soit x € R4. On a alors comme g% # 1

R-1 _ _ 4X\R
kgoqx(l —q")f = q"ll_((ll_qqx)) = f(x).

Etudions l'intégrale f0+°° 7*(1 — ¢*)kdx. La fonction est bien continue sur R, et pour w > 0, on a

“ oy _ .k — ¢ x1n(q) _ o¥In(q) :
/Oq(l q)dx—/oe (1-e®) dx
(17qx)k+l w
~ (k+1)In(q)
-1
w—+00 (k—|—1)11‘1(6])

T e 1 -1
Ainsi, I'intégrale étudiée converge et vaut TG

Par linéarité, on a alors bien I'égalité voulue.

(a) Par décroissance de f, on a donc
On1 = f(n+1) < f(x) < f(n) = op.

(b) Par croissance de l'intégrale, on a donc pour tout n

n+1
U1 < / f(x)dx < vy
n

En sommant les inégalités de droite de n = 0 a N, on trouve I'inégalité de gauche.

On ade plus pourn > 1 v, < fn”_l f(x)dx, et en sommant de n = 1a N — 1, on a par relation de
Chasles

N N
Elvn < ./0 f(x)dx.

11 suffit de rajouter vy = 1 pour obtenir I'inégalité voulue.



(c) En passant a la limite, les intégrales et séries étant convergentes, on a donc par 11.4.d et I1.3.b
—1 R=l 1 1 R=1 4
— — S EY) <1+ —= T
ln(q)kzzok—i-l (¥) ln(q)kzzok—i—l

Un changement d’indice donne l'inégalité voulue.

I1.6. (a) De méme qu’en IL.5.b, la fonction inverse étant décroissante, on obtient 1'inégalité voulue.
(b) On en déduit alors

et donc

Par théoréme d’encadrement des limites, on a donc h:( R) — 1, et donc

»\»—x

i

1()

In(q) dans 1’égalité de IL.5.c et par théoreme d’encadrement des limites, on a bien

le résultat cherché.

PARTIE III

IIL.1. La variable Z, représente le nombre de greffes qui ont pris pendant la (n + 1)-éme semaine.

ITL.2. Y; compte le nombre de greffes qui ont pris la premiére semaine. Les greffes étant indépendantes, on a
donc Y7 — B(R,p). Onen déduit E(Y;) = Rpet V(Y;) = Rpq.

IIL.3. (a) Lafamille {[Y, = m] | m € [0, R]} forme un systéme complet d’événements, donc par formule des
probabilités totales,

R
Py =1) = Z (Yps1 =L | Yy =m)P(Yy = m).

Pour m > ¢, il est clair que la probabilité conditionnelle est nulle.

Pour m < ¢, pour avoir Y, 1 = £ sachant Y;, = m, il faut et il suffit d’avoir £ — m greffes prises lors
dela (n + 1)-eme semaine, donc Z, = ¢ — m.

On retrouve bien 1'égalité voulue.

(b) SachantY;,, = m, il reste donc R — m rosiers a greffer, donc Z, suit une loi binomiale de parametres
R—metp.

ITI.4. (a) Onadonc avec la question III.3
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On retrouve I'égalité voulue.



(b) C’est la formule des chefs : on a deux fagons de choisir ¢ personnes parmi R, donc m chefs.

(¢) Onadonc
R\ & /¢ R Lore
]P(Y2 _ g) _ pé (€> } ( >q2RmE pé (f)qZRZZ }710 ( >q€m‘

m=0

(d) Par formule du bindbme, on a donc

R -
P =0 = ()™ 1+,
et on retrouve 'égalité demandée.
Onnote que > =1 — p(1 +4), etdonc Y, — B(R,1— g?).

IIL.5. On a déja vu que Y] suit une loi binomiale de parametres Ret1 — 4.

Soit n € IN*, supposons Y, — B(R,1 —g4"). Alors en suivant les mémes étapes qu’en II1.4, on a pour
tout £ :

P(Yy41=1¢) = i P(Zy=0—m|Y, =m)P(Y, =m)

4
_ R—m {—m R—{ R _ _n\m nR—nm
—Z(g_m% gt ) =a")"

1;) (qn+1)R76(1 _ qn+1)Z
p

On a donc bien Y, ;1 < B(R,1 — ¢"*1), puis par récurrence, le résultat voulu.
ITL.6. On a donc pour tous n et k
p(r, =) = () A= n.

Comme g €]0,1[ona g" — 0, et donc pour tout k # R, P(Y, = k) — 0.
Sik=R,onaalors P(Y, = R) — 1.



	
	
	

