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PARTIE I

I.1. On reconnait le cadre d’une loi géométrique, de paramètre p. Son espérance vaut donc 1
p et sa variance

q
p2 .

I.2. (a) Comme pour la question précédente, les Xk suivent une loi géométrique de paramètre p.

(b) On a alors X =
R
∑

k=1
Xk.

(c) Par linéarité de l’espérance, on a E(X) = R
p .

Par indépendance des Xk, on a V(X) = Rq
p2 .

I.3. (a) Il faut au moins R greffes, donc I = {R, R + 1, . . .}.
(b) i. Par indépendance des variables, on a

P(X1 = x1, . . . , XR = xR) =
R

∏
k=1

P(Xk = xk)

=
R

∏
k=1

pqxk−1

= pRqn−R

ii. On note que l’événement [X = n] est l’union disjointes des événements [X1 = x1] ∩ · · · ∩
[XR = xR] pour tout R-uplet (x1, . . . , xR) tel que x1 + · · ·+ xr = n.
Le résultat trouvé à la question précédente ne dépendant pas du R-uplet, on a donc

P(X = n) = α(R, n)pRqn−R.

I.4. • Un tel partage est la donnée de R − 1 réels distincts de ]0, n[, notés y1, . . . , yR−1 rangés dans l’ordre
croissant. Notons P l’ensemble de ces partages, et S l’ensemble des solutions de (E).
On définit la fonction

φ : P −→ S
(y1, . . . , yR−1) 7−→ (y1, y2 − y1, . . . , yR−1 − yR−2, n − yR−1)

.

Par somme télescopique, cette fonction est bien définie.
On définit la fonction

ψ : S −→ P
(x1, . . . , xR) 7−→ (x1, x1 + x2, . . . , x1 + · · ·+ xR−1)

.

On vérifie facilement que ces fonctions sont réciproques l’une de l’autre, et donc sont bijectives.
• Comme dans la question précédente, un partage de S s’obtient en choisissant les R − 1 yi.

• On a donc α(R, n) = Card(P) = (n−1
R−1). Finalement, on a pour tout n ⩾ R, P(X = n) =

(n−1
R−1)pRqn−R.
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PARTIE II

II.1. (a) On a

P(Y ⩽ n) = P

(
R⋂

i=1

[Xk ⩽ n]

)

=
R

∏
k=1

P(Xk ⩽ n) par indépendance

=
R

∏
k=1

1 − qn par I.2.a

= (1 − qn)R

(b) On a alors pour tout n ∈ N∗

P(Y = n) = (1 − qn)R −
(

1 − qn−1
)R

.

II.2. (a) Pour tout n ∈ N∗, on a donc un = vn−1 − vn, et u0 = 1 − v0.

(b) On a donc

N

∑
n=1

nun =
N

∑
n=1

n(vn−1 − vn)

=
N−1

∑
n=0

(n + 1)vn −
N

∑
n=1

nvn

=
N−1

∑
n=0

vn − NvN

Si la série σvn converge, comme elle est à termes positifs, on a alors

N

∑
n=1

nun ⩽
N−1

∑
n=0

vn ⩽
+∞

∑
n=0

vn.

La suite des sommes partielles de la série à termes positifs σnun est donc majorée, donc la série
converge.

(c) On a pour tout n

vn =
+∞

∑
k=n+1

uk.

On en déduit, si ∑ nun converge,

Nvn =
+∞

∑
k=n+1

Nuk ⩽
+∞

∑
k=n+1

kuk.

La série convergeant, son reste converge vers 0, donc par théorème d’encadrement des limites, la
suite NvN converge vers 0.

(d) On a vu le sens direct en II.2.c et le sens réciproque en II.2.b.
Dans le cas de convergence, en passant à la limite dans l’égalité II.2.b, on a l’égalité voulue.

II.3. (a) On a q ∈]0, 1[, donc qn → 0. On a alors l’équivalent usuel vn ∼ Rqn.

(b) La série géométrique positive ∑ Rqn étant convergente car q ∈]0, 1[, par théorème de comparai-
son des séries à termes positifs, la série ∑ vn converge. Par la question II.2.d, Y admet bien une
espérance, égale à la somme de la série ∑ vn.
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(c) Pour R = 2, on a vn = 2qn − q2n. Comme q et q2 sont dans ]0, 1[, les séries ∑ 2qn et ∑ q2n convergent
toutes les deux, et par linéarité,

E(Y) =
1 + 2q
1 − q2 .

II.4. (a) La fonction f est dérivable sur R+, et

∀x ⩾ 0, f ′(x) = R ln(q)qx(1 − qx)R−1 ⩽ 0.

La fonction est donc bien décroissante.

(b) On utilise un développement limité, avec qx −−−−→
x→+∞

0 :

f (x)− Rqx = Rqx − R(R − 1)
2

q2x − Rqx + o
(

q2x
)
∼ −R(R − 1)

2
q2x.

(c) Ainsi, f (x)− Rqx et −R(R−1)
2 q2x sont de même signe au voisinage de +∞, donc pour x assez grand

f (x) ⩽ Rqx = Rex ln(q).

La fonction f est continue sur R+, et l’intégrale
∫ +∞

0 Rex ln(q)dx est convergente (car ln(q) < 0).
Par théorème de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale

∫ +∞
0 f (x)dx est

convergente.

(d) Soit x ∈ R+. On a alors comme qx ̸= 1

R−1

∑
k=0

qx(1 − qx)k = qx 1 − (1 − qx)R

1 − (1 − qx)
= f (x).

Étudions l’intégrale
∫ +∞

0 qx(1 − qx)kdx. La fonction est bien continue sur R+, et pour ω > 0, on a∫ ω

0
qx(1 − qx)kdx =

∫ ω

0
ex ln(q)

(
1 − ex ln(q)

)k
dx

=

[
− (1 − qx)k+1

(k + 1) ln(q)

]ω

0

−−−−→
ω→+∞

−1
(k + 1) ln(q)

Ainsi, l’intégrale étudiée converge et vaut −1
(k+1) ln(q) .

Par linéarité, on a alors bien l’égalité voulue.

II.5. (a) Par décroissance de f , on a donc

vn+1 = f (n + 1) ⩽ f (x) ⩽ f (n) = vn.

(b) Par croissance de l’intégrale, on a donc pour tout n

vn+1 ⩽
∫ n+1

n
f (x)dx ⩽ vn.

En sommant les inégalités de droite de n = 0 à N, on trouve l’inégalité de gauche.
On a de plus pour n ⩾ 1 vn ⩽

∫ n
n−1 f (x)dx, et en sommant de n = 1 à N − 1, on a par relation de

Chasles
N

∑
n=1

vn ⩽
∫ N

0
f (x)dx.

Il suffit de rajouter v0 = 1 pour obtenir l’inégalité voulue.
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(c) En passant à la limite, les intégrales et séries étant convergentes, on a donc par II.4.d et II.3.b

−1
ln(q)

R−1

∑
k=0

1
k + 1

⩽ E(Y) ⩽ 1 +
−1

ln(q)

R−1

∑
k=0

1
k + 1

.

Un changement d’indice donne l’inégalité voulue.

II.6. (a) De même qu’en II.5.b, la fonction inverse étant décroissante, on obtient l’inégalité voulue.

(b) On en déduit alors

ln(R + 1) ⩽
R

∑
k=1

1
k
⩽ 1 + ln(R),

et donc
ln(R + 1)

ln(R)
⩽

∑R
k=1

1
k

ln(R)
⩽

1
ln(R)

+ 1.

Par théorème d’encadrement des limites, on a donc

R
∑

k=1

1
k

ln(R) → 1, et donc

R

∑
k=1

1
k
∼ ln(R).

En divisant par − ln(R)
ln(q) dans l’égalité de II.5.c et par théorème d’encadrement des limites, on a bien

le résultat cherché.

PARTIE III

III.1. La variable Zn représente le nombre de greffes qui ont pris pendant la (n + 1)-ème semaine.

III.2. Y1 compte le nombre de greffes qui ont pris la première semaine. Les greffes étant indépendantes, on a
donc Y1 ↪→ B(R, p). On en déduit E(Y1) = Rp et V(Y1) = Rpq.

III.3. (a) La famille {[Yn = m] | m ∈ [0, R]} forme un système complet d’événements, donc par formule des
probabilités totales,

P(Yn+1 = ℓ) =
R

∑
m=0

P(Yn+1 = ℓ | Yn = m)P(Yn = m).

Pour m > ℓ, il est clair que la probabilité conditionnelle est nulle.
Pour m ⩽ ℓ, pour avoir Yn+1 = ℓ sachant Yn = m, il faut et il suffit d’avoir ℓ− m greffes prises lors
de la (n + 1)-ème semaine, donc Zn = ℓ− m.
On retrouve bien l’égalité voulue.

(b) Sachant Yn = m, il reste donc R − m rosiers à greffer, donc Zn suit une loi binomiale de paramètres
R − m et p.

III.4. (a) On a donc avec la question III.3

P(Y2 = ℓ) =
ℓ

∑
m=0

P(Z1 = ℓ− m | Y1 = m)P(Y1 = m)

=
ℓ

∑
m=0

(
R − m
ℓ− m

)
pℓ−mqR−m−ℓ+m

(
R
m

)
pmqR−m

On retrouve l’égalité voulue.
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(b) C’est la formule des chefs : on a deux façons de choisir ℓ personnes parmi R, donc m chefs.

(c) On a donc

P(Y2 = ℓ) = pℓ
(

R
ℓ

) ℓ

∑
m=0

(
ℓ

m

)
q2R−m−ℓ = pℓ

(
R
ℓ

)
q2R−2ℓ

ℓ

∑
m=0

(
ℓ

m

)
qℓ−m.

(d) Par formule du binôme, on a donc

P(Y2 = ℓ) =

(
R
ℓ

)
q2R−2ℓ(1 + q)ℓ,

et on retrouve l’égalité demandée.
On note que q2 = 1 − p(1 + q), et donc Y2 ↪→ B(R, 1 − q2).

III.5. On a déjà vu que Y1 suit une loi binomiale de paramètres R et 1 − q.

Soit n ∈ N∗, supposons Yn ↪→ B(R, 1 − qn). Alors en suivant les mêmes étapes qu’en III.4, on a pour
tout ℓ :

P(Yn+1 = ℓ) =
ℓ

∑
m=0

P(Zn = ℓ− m | Yn = m)P(Yn = m)

=
ℓ

∑
m=0

(
R − m
ℓ− m

)
pℓ−mqR−ℓ

(
R
m

)
(1 − qn)mqnR−nm

=

(
R
ℓ

)
qR−ℓ(qn)R−ℓ

ℓ

∑
m=0

(
ℓ

m

)
(1 − qn)m(pqn)ℓ−m

=

(
R
ℓ

)
qR−ℓ(qn)R−ℓ(1 − qn + pqn)ℓ

=

(
R
ℓ

)
(qn+1)R−ℓ(1 − qn+1)ℓ

On a donc bien Yn+1 ↪→ B(R, 1 − qn+1), puis par récurrence, le résultat voulu.

III.6. On a donc pour tous n et k

P(Yn = k) =
(

R
k

)
(1 − qn)kqn(R−k).

Comme q ∈]0, 1[ on a qn → 0, et donc pour tout k ̸= R, P(Yn = k) → 0.

Si k = R, on a alors P(Yn = R) → 1.
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