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PROBLEME 1

Partie A

(a) 11 suffit de multiplier la fraction aux numérateur et dénominateur par e~ qui

(b) L’équation homogene est donc
! e_a:
1+e®

qui admet pour solutions les fonctions z H_%, avec K € R.

Yy y=0,

K(z)

est bien non nul.

(a) On cherche une solution particuliere sous la forme y(z) = avec K une fonction de classe C*

Ttfe—2)
sur R. On a alors pour tout x

K'(z)(14+e ™)+ K(x)e ™

/ —

Y (517) - (1 + E_m)2 )

et donc o) )
, e " _ K= e
v (@) 1+e_my(x)— 1+e  (1+ex)3

On trouve alors

K/ ) _ e—$ _ eﬁf

@) = —FGrewr = Trep

et donc K(z) = H% convient.

. . . s , 1 _ e
Finalement, une solution particuliere est donnée par x TFe)(0Fen) = OF

I’ensemble des solutions proposé.

(b) Au voisinage de +oco, on a 15;% ~ 1, et donc y(z) ~ A + 17

y(x)w{ )\_x siA#£0

On a donc

e sinon

x
pel et on retrouve



Partie B

1. (a) f est la solution trouvée en A2a, en prenant A = 0. On a alors pour tout = € R

e T 6230
fon) = e o
- Trer
= f(x)

La fonction f est donc paire.
(b) La fonction f est dérivable sur R, et pour tout z € R

F(@) = (1—e).

(14e%)3
La fonction f est donc croissante sur R_ et décroissante sur R,..

(¢) La fonction f est continue et positive. De plus, pour tous a,b € R,

/abf(t)dt - /ab (lf;)th

_1 b
N {1 +efL
—_— ]
a——00

b—+o00

f est donc bien une fonction de densité.

2. (a) Soient z € R, k € N* et @ > z. On a alors

1 a
—kt —kt
dt = |——
L
k

7k:1: o 7ka)

ekm

a—>oo k
L’intégrale est donc bien convergente, et vaut la valeur demandée.
(b) Soit x > 0. On a

k=1 x
_ / S (e ar
T k=1
e o] 1—(=1)" —nt
= /z e*t%dt car et #£ —1

Or I'intégrale [ 1+e,tdt converge, et vaut In(1 + e~%).
On retrouve bien 'égalité demandée.

(¢) On note que

—(n+1)t e}
/ th‘ < / e "dt par croissance de I'intégrale et inégalité triangulaire
x € x

1
< —e
n

—nt

Avec la question précédente, on trouve bien le résultat.



(d)

On note que pour tout ¢t > 0, on a In(1 +¢) < ¢, et donc
V>0, 0<In(l+e ") <e ™
L’intégrale de e étant convergente, par théoréme de comparaison d’intégrales de fonctions posi-
tives, l'intégrale fooo In(1 + e~*)dx est bien convergente.
On a alors
o0 n (_1)k—1
In(1+ e *)dx — — =
ALt S

n
k=1 =

/OO In(l1+ e *)dz — Z 7(_1)k_1 /O0 e Fdt
0 k 0

k=1

o0
< / IIn(1+e™*) — gn(z)|dz par inégalité triangulaire
0

oo
1
< / —e ™dx par la question précédente
0 n

S

S 3

n

On a pour tout k£ € N*

Comme la série 3 75 converge, on a bien le résultat voulu.

Ainsi, quand n — oo dans le résultat de B2d, on obtient

*° ™
In(1 - — = —
/0 n(l+e *)de Z 12 2

k=1
Partie C
On note que pour tout x € Ry,
e’ 1 _
< T4 e <let0< 11 e <e’”®

En multipliant ces inégalités, on trouve
Ve e Ry, flx) <e ™.

La fonction x — x f(z) étant impaire, si son intégrale converge, alors elle est nulle.

On a alors au voisinage de 400 : zf(z) = o (x—lz) A partir d’un certain rang, on a donc xf(z) < m—lz,
et par théoréeme de comparaison d’intégrales de fonctions positives, I'intégrale sur [0, co[ de x f(x)
est convergente.

Par imparité, son intégrale sur R est donc convergente, et donc nulle.
Soit a > 0. Soient
[07 a] — R . [0, Cl] — R
’ —

U : 1 et v
x

—_ = 2
€z 1+e*

qui sont bien de classe C!. Par théoréme d’intégration par parties, on a donc

/a x2e” d a? +/a 2z d
— _dr=- x.
o (1+e%)? 1+e® o 1+e®

De méme, en utilisant les fonctions x — 2z et z — —In(1 + e~ ), on obtient

a 2 oo
/0 T —i—xe”” dz=2aln(l1+e )+ /o 2In(1 4+ e™*)dx.

Or, quand a — oo, on a 1_7_% —0et 2aln(l+4e"%) ~ 2ae™* = 0.

Finalement, on a bien I’égalité voulue.



(b) Par la question précédente, X admet donc un moment d’ordre 2, et donc une variance.

On a, par parité
2

/ ng(x)dm:2/ x2f(x)dx:%.
—o0 0
Par la formule de Konig-Huygens, on a alors

V(X)) =E(X?) —E(X)? = —.

PROBLEME 2

Partie A

On note A,, (resp. B,,) '’événement « le virus se trouve en A (resp. B) au bout de 2n semaines. ».

1. Soit n € N. L’ensemble {A,,, B, } est un systéme complet d’événements, et par la formule des probabilités
totales, on a donc

Un+1 = P(An+1) = PAn(An-H)P(An) + PB'n, (An+1)P(Bn) = PUp + qUn.
De méme,

Up+1 = qUp + PU,.

2. (a) Le virus étant initialement en A, on a donc Cy = (0> Par le question précédente, on a alors pour

M= (p q> .
q P
(b) M est symétrique réelle, donc diagonalisable. Ses valeurs propres sont racines de X2 —2pX +p? —¢?,

et donc Spec(M) = {p —¢,1}.

On note que Ej(M) = Vect (}) et Ep_q(M) = Vect <_11>

tout n € N Cp, 11 = MC,, avec

On a donc M = PDP~! avec

_(p—a O (1 1
D—( . 1) etp_(l 1).

1 1
(c) On note que PTP =21, et donc P~! = 1P = (_21 %)

2 2
3. (a) Une récurrence rapide permet de montrer que pour tout n € N
C, = PD"P1(C,.

On trouve alors pour tout n € N

= 51+ (0= a)") et va = 50— (0= 0)").



(b) Onap—qe€]—1,1], et donc (p — ¢)™ — 0. Ainsi, les deux suites convergent, vers %

4. Par symétrie, il suffirait d’inverser u,, et v,.

Partie B
1. On a donc P(X; =1) = u; et P(X; = —1) = v;. Ainsi,
E(X;) =u; —v; = (p—q)".
De plus, X? est une variable constante égale a 1, et donc E(X?) = 1. On a alors
V(X)) =1-(p—q)*.

2. (a) Si le virus est en A au bout de 2i semaines, c’est comme si I'expérience recommencait au départ,
les probabilités ne dépendant que de 'étape précédente. Ainsi

P(X;, =1X;=1)=P(X;_;, =1).
(b) On a par formule des probabilités composées

PX;=1, X;=1)=P(X; =1X;=1)P(X;=1)=- 1+ (p—q' ) 1+ (»—q)).

1=

(¢) On trouve de la méme fagon, par symétrie entre A et B

PX;=-1.X;=1)=-(1-(p—q ") (1+(—0q)")
p—q ") (1=(p—0q))

(I+-¢ ") (1-(p-1q))

P(X; =1,X; = 1) =

P(X; =—1,X;, = —1) =

e N N ]
—~
—
|

(d) On a donc

1 -
PXiX; =1)=P(X;=1, X;=1)+P(X;=-1, X; =-1) = 3 (1+(@—q") =P(X;_i =1).

On a donc E(X;X;) =E(X;_;) = (p—¢q)’ "

3. (a) On a par linéarité de l'espérance

car p—q # 1.
(b) Soit donc P, la propriété & montrer.

e On a My = Xy, et donc Py est claire.



« Soit n € N, on suppose P,. On note que M1 = 75 ((n +1)M;, + Xy 11). On a alors

E(M2 1) = s (0 DPE(M) +2(n+ DEM, Xon) + E(X2 1)
~ (n+1)? 1 2 . = ‘ 1
T mr22 \nrl 1) K;@ EXXG) ) + (n+2)2 ;E(X’X”“) MCETE

1 2
= + S > E(XX;)

n+2 (TL+2) o<i<y<n+1

On a donc P, 41.
Par récurrence, on a bien 1’égalité voulue.

(¢) La variance empirique est définie par

1 n
Vi=——2) XP— M
(n+1)2k:0 k n

On a donc
1
E(V,) = E(X.)? — E(M?
(V) (nHQZ k) (M)
k=0
1 1 2
= E(X;X;)
;D E(XX
n+l n+1 (n+1) <
2 j—i
o > -
(Tl+1) oi<ysn
j—1
= — ] -
WZ z =
- (n+1 p—a)
q—p L—(p—q)"
= —— ”’L— — A
Q(n+1)2< p=a) 2q )
Partie C

1. On a donc pour tout n € N, Dy, = C,,.

2. (a) On a donc pour tout n € N

Cn—i—l == D2n+2
= N2D,,
= N%C,

Or on a vu que Cp, 1 = MC,. Par différence, on a donc (N? — M)C,, = 0.

(b) On a donc deux vecteurs dans le noyau de N2 — M : Cy = (é) et C; = (g), qui forment une

famille libre.

Ainsi, le noyau de N2 — M est de dimension au moins 2, et donc de dimension 2, puisqu’on est dans
R2.

Donc N? — M = 0.



()

On a
A2 =P 'NPPINP =P IN?2P=P 'MP=D.

Posons alors A = ( ) On a alors

a*+bc cla+d)\  (p—q O

bla+d) d*+bc) \ 0 1)°
Si on avait a + d = 0, alors on aurait p — g = 1, ce qui est impossible. Donc a + d # 0, et donc
b=c=0:A est une matrice diagonale.

a c
b d

Pour que N existe, il faut donc avoir p — ¢ > 0, et les matrices possibles pour A sont

(9 08 (47 2. (57 )

On a alors, en notant a et d les coefficient diagonaux de A :

_ 1 /a+d d—a
_ 1 _ =
N = PAP _2<d_a a+d).

Or N doit étre a coefficients positifs, on doit donc avoir d > a. Ainsi, on a nécessairement d = 1, et
les seules possibilités pour N sont donc

(x/p—q+1 1—\/p—q) ot (—\/p—q+1 1+\/p—q>
l-vp=q 1+vp—gq l+vp—q 1-vp—q)’

Partie D

On note que M2 = 0. Si Y € Im(M), il existe donc X tel que MX =Y, et alors MY = M?X = 0.
Donc Y € ker(M).

Or M est de rang 1, et donc par théoréme du rang, ker(M) est de dimension 1.
Ainsi, on a bien ker(M) = Im(M).

On pose U = (}) Cherchons alors V = (;) tel que MV = U ; on doit donc avoir —z +y = 1.

Donc V = (2

Les vecteurs U et V forment une base de R?, et par formule de changement de base, en posant

1 0 .
Q= <1 1),onablem

> convient.

M=QTQ .

a ¢

Soit © = <b d

). On a alors

o2 — a*>+bc cla+d)y (0 1
T \bla+d) dP+bc)\0 0)°
Ainsi, a + d # 0, et donc b = 0. Mais alors a = 0 = d, ce qui est impossible.

Ainsi, cette équation matricielle n’admet pas de solution.
S’il existait N telle que N2 = M, alors on aurait Q' N2Q =T, et donc

(QTINQ)?*=T.

Or on a vu dans la question précédente que c¢’était impossible.
Ainsi, il n’existe aucune matrice N telle que N2 = M.



