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Les calculatrices sont interdites. Le sujet comporte trois pages et est composé de deux problémes indépendants.

Probleme 1. Développement asymptotique d’une suite
On consideére la suite (S, )nen+ définie par

n 1 k
Vn € N*, snzz%.
k=1

1. Etude de la nature de la suite (Sn)nen-
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(b) En déduire que, pour tout entier k supérieur ou égal 4 4, on a :
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(¢) En déduire lexistence de trois constantes réelles positives A, B et C telles que, pour tout entier
naturel n supérieur ou égal a 4, on ait :

(a) Dresser le tableau de variations de la fonction x +—

2 2
In (7;+1)—A<Sn—B<1n (n)

(d) En déduire la limite de la suite (Sy,)nen=-
2. Recherche d’une équivalent de S,,.

(a) Montrer que In*(n41) ~ In®*(n).

n—oo

(b) En déduire que S, ~ LEGY

n—oo 2
3. Etude asymptotique de la suite u définie par :

In?(n)

vn e N*, u, =5, —
n u B

(a) Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal & 3, u, 1 — up < 0.

(b) En déduire que la suite u converge.

Dans la suite de ’exercice, la limite de la suite u sera notée .



4. La série harmonique.

Soit (Hp,)nen+ la suite définie par
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(a) Montrer que pour tout z > 0,

1
x—§:v2 <In(l+4+z) <z
(b) Soient (up)nen+ €t (Un)nen+ deux suites définies par
up, = H,, —In(n) et v, = H, —In(n+ 1).

Montrer que 'une est croissante, et I’autre décroissante.
(c) En déduire qu’elles convergent toutes les deux vers la méme limite, qu’on note ~.

5. Une application. On considére la suite (A, )nen+ définie par : Vn € N*, A, = Z(—l)
k=1

Lk

(a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a

I =

A2n = S271, - Sn - 111(2) Z
k=1

(b) D’aprés la question 4c, il existe un réel v et une suite (g,) qui tend vers 0 tels que
n
1
> ¢ =lnm) + 4z
k=1

En déduire que la suite (Aa, )nen+ converge et déterminer sa limite en fonction de ~.
(¢) En déduire que la suite (Azp41)nen+ converge et déterminer sa limite en fonction de ~.

(d) Que peut-on en déduire au sujet de la suite (Ay,)pen+ ?

Probleme 2. Formule de Stirling

Dans cet exercice, on veut trouver un équivalent de n!.

Partie I. Un équivalent de la factorielle
On pose pour tout n
nttien U
un:etvnzln("ﬂ).
n! Up,
1. Montrer que pour tout entier n € N*,

1 1 1
m(14=) -1~ =
<”+2) n( +n) 1212

2. En déduire que la série Y v, converge.

n
3. En calculant Y vy comme une somme téléscopique, montrer que (u,) converge aussi, vers un réel
k=1
strictement positif.

4. En déduire qu’il existe & > 0 tel que
n! ~ kn"taem,



Partie II. Intégrales de Wallis

Pour tout n € N, on pose

5. Calculer Wy et Wy.
6. Montrer que la suite (W,,) est décroissante.

7. A l'aide d’'une intégration par parties, montrer que pour tout n € N,
Wn+2 = (n + 1)(Wn - Wn+2)7

et en déduire que

n+1
Wn+2 = m n-
8. En déduire que pour tout entier p,
_ (Cplr _ 2% (ph)?

War = it ¢ et = Gy

9. Montrer que
WopWap i1 = = ot WayWap 1 = ——
2p ¥V 2p+1 2(2p—|— 1) 2pYW2p—1 4p‘

10. Montrer que
. 2_ T
Jim p (Wap)™ = 7

Indication : on pourra encadrer Wy, avec la question 6.

Partie III. La formule de Stirling

11. Montrer que
nl ~ 2Tz,



