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Probleme 1. Exercice : Développement asymptotique d’une suite

1. (a) Posons pour tout z > 0 f(z) = th"‘ Alors f est dérivable, et pour tout x > 0

%x—lnx_ 1—Inz

fiz) = =

22 2

La fonction f est donc croissante sur |0, e] et décroissante sur [e, 0ol.
On note en particulier qu’elle est décroissante sur [3, col.

(b) Soit k > 4. Alors pour tout = € [k, k + 1], on a par la question précédente

et par croissance de l'intégrale,

De méme, pour tout = € [k — 1, k], B2 > %, et le méme argument permet de montrer 1'inégalité

xr
de droite.

(¢) En sommant les inégalités de la question précédente, on a donc par relation de Chasles

n+1 n
4 T 1 2 3 3

Une primitive de z — 22 est 1 In*(z), et on trouve donc

< =In’(n) — = 1In2(3).
2-1-3 In“(n) In“(3)

In2 In3 1 1
2

(d) Par minoration, la suite (3 In?(n + 1) — A) tendant vers 400, la suite (S, — B) tend vers 400, et
donc (S,,) aussi.

2. (a) Commengons par noter que pour tout n,

In*(n+1) = In? (n <1+ ?11)) = <1n(n) +In (1+ i))z

m*(n+1) _ <1+ln(1+}1)>2_>1.

On a donc

In?(n)

On a donc bien I'équivalent demandé.



(b) On a donc, d’apres lc,

In*(n4+1) 2(B—A) < 25 _2(B-0)

In?(n) In®(n)  In%(n) In?(n)

Par la question précédente et théoreme d’encadrement, le rapport % tend vers 1, et on a donc
bien I’équivalent demandé.

(a) Soit n > 3.

1 1
Upt1 — Up = Spy1 — Sp — ilnz(n +1)+ 3 In?(n))

In(n+1) 1. 4 1.,
=—— -1 1)+ =1
OED L+ 1) + 5 ()

Or on a vu en 1b que pour k > 4

1 1
“7’”” < =In%(k) — = In?(k —1).
Pour k =n+1 > 4, on a donc
In(n+1) 1. 4 1.,
g | 1)< —=1 ,
w1 2 Fh <t

et il suffit d’ajouter %1112 (n) pour avoir I'inégalité voulue.

(b) On a pour tout n > 4
In?(n)

In?(n 4 1)

n

=S
>B-A

DO =N =

d’apres la question 1lc.

Finalement, (u,) est décroissante et minorée, et donc converge.

(a) On montre les deux inégalités :

e Soit f:z € RT — In(1+ z) — x. Alors f est dérivable, et pour tout = f'(z) = H% 1=
La fonction f est donc décroissante, et comme f(0) = 0, elle est négative.

e Soit g: 2z € R = In(14x) -2+ 522 Alors g est dérivable, et pour tout z ¢/(2) = 1 — 14z =
2
Tre-

(b) Calculons :

La fonction g est donc croissante, et comme g(0) = 0, elle est positive.

1
n+1_ﬁ+2n2
2n2 — 2n

—-n+1
2(n+1)n?
<0

Donc (u,,) est décroissante.



De méme

1
Unt1—Vp = —— —In(n+1) +In(n +2)
n+1
1 1
= —In(l14—
nt1 n(+ +1>

20

Donc (vy,) est croissante.

(c¢) La différence des deux donne
1
Up — Uy =In(n+1) —In(n) =In (1+> — 0.
n

Les deux suites sont donc adjacentes, et convergent donc toutes les deux vers une méme limite.

5. (a) Montrons-le par récurrence.

e Pour n =1,

Ay = Inl B lr127
1 2
“ In2 In2
n n
Sy — 51 —In(2) = 7—1 n(2)=-— -
e Supposons la propriété vraie au rang n. Alors
In(2n+1) In(2n+ 2)
A =A —
2n+2 on + 1 2
"1 In@2n+1) In(2) +In(n+1)
= Sop — Sp — In( - —
20 = Sn = In( kz::k o+ 1 2(n+ 1)

et

In(2n +1 In(2n + 2 In(n+1
827L+2—Sn+1:52n_3n+( ) | In( ) In(n+1)

2n+1 2n + 2 n+1
n
1 In(2n+1) In(2n+2) Inn+1)
2n +1n(2 ;k o+ 1 M + 2 nt1

_A2n+2+ ( + ) n(g) %_M

2n

— Agpin b In(2) +In(n + 1) (2) Z% ~In(n+1)

n+1
1
= A2n+2 + 1H(2) Z %
k=1

D’ou le résultat.

Finalement, par récurrence, on a bien 1’égalité voulue.
6. (a) On a donc
Ay = Sop — Sp — In(2)(In(n) + v + &4)

2 2
In (22n) o, w —1n(2) In(n) — In(2)y — In(2)e,
— Uy, — 1y — % 1n2(n) + %(1112(2) 4 2111(2) ln(n) + lnz(n)) — ln(2) ln(n) - IH(Q)’Y - 1n(2)5n

1
= Ugp — Up + 3 In?(2) — In(2)y — In(2)e,

= U2p +



Or ugy,, —u, — 0, , et &, — 0, donc
1
Asy, — In(2) (2 In(2) — 'y> .

(b) On a
In(2n + 1)
Agpiq = Agy + —2.
2n+1 2n 1 o+ 1

Par croissances comparées, le second terme tend vers 0, et on a déja calculé la limite du premier,

donc )
Aogpy1 — In(2) (2 In(2) — 'y) .

(¢) Les deux suites (Agy,) et (Aap41) convergeant vers la méme limite, la suite (A,,) aussi.

Probleme 2. Formule de Stirling

1. En utilisant le développement limité de la fonction In, on a
1 1 1 1 1 1 1 1
n+§ n 1+5 -1 n+ - *—W‘F?)F—FO 3 -1

2

1 n 1
4o =
12n2 n2
1
12n2
et v, > 0, donc par théoréme de comparaison des séries & termes positifs, > v,

1

2. On a alors v, ~ 153,

converge.
3. D’un autre c6té, on a aussi

n n

Z U = Z In(uk+1) — In(uk) = In(upt1) — In(ug).

k=1 k=1
Comme ) v, converge, (In(u,) — In(uy)) aussi, et donc la suite (In(u,)) converge vers une limite .
La fonction exp étant continue, la suite (u,,) converge donc, vers e’ > 0.

4. On a donc en posant k = e~ *
ntremm 1
n! Tk
puis en isolant le n!,
nl ~ kn"tze ",
5. On a clairement B
B U
Wy = / 1dt=—.
O 2
On a aussi -
2 ™
W, = / sin(t) dt = [~ cos(t)]E = 1.
0

6. La fonction sin prenant ses valeurs entre 0 et 1 sur [0,7/2], on a pour tous n et ¢
sin™ () < sin™ ().

Par croissance de l'intégrale, la suite (W,,) est donc décroissante.



7. Soit n € N. Posons u(t) = — cos(t) et v(t) = sin"*1(t). Alors par intégration par parties, on a

W71,+2 = /05 ul(t)v(t) dt

=(n+1) /05 cos?(t) sin™(t) dt

=(n+1) </0’; sin™(t) dt — /O;' sin” "2 (t) dt)

=(n+1)(W, — Wyi2)
On retrouve donc directement le résultat voulu.

8. Montrons-le par récurrence. L’initialisation est donnée par la question 7. Soit donc p € N, et supposons
les formules vraies pour p.

On a alors

2p+1

p+2 P

_2p+1 (2p)n

 2pt 2 2 (pl)2

_ @p+ Dl

o220 R2pl(p + 1)
(2p+2)m

~ (2p+2)2%F2pl(p + 1))

_ (2p+2)m

2203 (p 1 1)12

Wopta =

De méme
2p+ 2
T 2p+3
_ 2p+2 2%(p!)?
C 2p+3(2p+ 1)
22PFHpl(p + 1)!
C(2p+1)!(2p+3)
22t pl(p+1)1(2p + 2)
B (2p+3)!
22p+2(p_|_ 1)!2
 (2p+3)!

Waps 2p+1

Par théoréme de récurrence, on a donc bien le résultat voulu.
9. En utilisant les résultats de la question précédente, on a donc :

(2p)m 2%(p))? w

WopWapt1 = 2201 (pl)2 (2p + 1)! B 2(2p+1)°
De méme,
W @pr 2 (p—1)?  2pr
2pVV2p—1 — 22p+1(p!)2 (2p - 1)' - 87]?2 o @

10. Par décroissance de la suite, on a pour tout p

Wapt1 < Wap < Wop_q,



11.

et donc
pWopWapi1 < pW22p < pWopWayp 1.

En utilisant la question précédente, on a donc

pT 2

N

Par théoreme d’encadrement des limites, la limite cherchée existe bien et vaut 7.

On a donc
L”
2fp'

En utilisant la formule de la question 8, on a aussi

Wap

T k(2p)Ptie?
22p+1 k2p2p+1672p
s

kv2,/p

Wap ~

On a donc nécessairement

ﬁ T
20p  kV2p

et donc

Finalement, on trouve bien k = /2.



