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Dans tout le probleme, k désigne un entier naturel non nul. On rappelle qu'une somme ayant un
ensemble d’indice vide est nulle.

Dans la partie A, on considere deux fonctions réelles de deux variables réelles a partir desquelles on
construit une fonction réelle d'une seule variable réelle dont on cherche par deux méthodes la limite
en % Cette derniere fonction est réutilisée dans la partie B ot1 on étudie trois variables aléatoires. On
calcule en particulier les espérances de deux d’entre elles. Enfin, dans la partie C, on s’intéresse a
des probabilités de victoires dans des jeux de hasard.

Ces trois parties ne sont pas indépendantes.

Partie A : Ftude de trois fonctions

On considere la fonction f; définie par :

¥(x,y) €10,1P, filx,y) = x"y —xy~
De plus, gi et ¢ désignent les fonctions définies par :

silx) = 2D e gy ) = i1 - ),

1. Représenter a 1'aide d'un schéma 'ensemble de définition de g notée D; puis déterminer
I'ensemble de définition de ¢j noté D;.

2. Dans cette question, on cherche par deux méthodes la limite de ¢y en 3.

(a) Calculer les dérivées partielles de f; en tout (x,y) €]0,1[? (on admet que f; est de classe

C! sur ]0,1[?) et en déduire le nombre dérivé de x — fi(x,1—x) en 3.

(b) En déduire que :
: k—1
lim g (x) =

x—1 2K

(c) Démontrer que :

k=2 '
V(X,y) S Dl, gk(x,y) = xy E xlyk—Z—z'
i=0

(d) Retrouver alors la limite de ¢ en 1.



3. Démontrer que ¢y est prolongeable par continuité en 3. Dorénavant, on confond ¢ avec son
prolongement par continuité.

4. Soit x €]0,1].

(a) Calculer klim ox(x).

—+o0
(b) Démontrer que x(1 — x)¥~1 < @i (x) pour tout entier naturel k > 2.

(c) Démontrer que:
vk € N, gria(x) = x(1 = 2)" + xg¢(x).

(d) En déduire le sens de variation de la suite de terme général ¢ (x), définie pour k € IN*.

(e) Justifier que la série de terme général @i (x) est convergente puis que :

Jf pr(x) = 1.
k=1

Partie B : Trois variables aléatoires réelles

Soit une piece de monnaie pouvant tomber sur pile avec la probabilité p €]0,1] et sur face avec la
probabilité 1 — p. On considére ’expérience aléatoire qui consiste a lancer indéfiniment cette piece.
Ces lancers sont supposés mutuellement indépendants. En notant simplement p pour pile et f pour
face, on obtient ainsi une suite a valeurs dans {p, f}. Par exemple :

ffpppffppfif...

Pour tout k € IN*, on note enfin py 'événement « p apparait au k-ieme lancer » et fi 1'événement « £
apparait au k-ieme lancer ».

5. On note T le numéro du lancer ot apparait « pile » pour la premiere fois (dans 1’exemple
proposé, on a T, = 3) et Tgp le numéro du lancer o1 apparait le motif « face pile » pour la
premiere fois (dans I'exemple proposé, on a également Tt = 3).

(@) Justifier que T, suit une loi géométrique dont on précisera le parametre.
(b) Justifier que, pour tout k € IN*, ]Pfl(Tfp =k+1)=P(T, =k).

() Alaide de la famille d’événements (p;, f1), démontrer que :
Vk € N*, P(Tep = k+1) = p(1 — p)* + plP(Tzp = k).
(d) @i désignant la fonction introduite dans la partie précédente, en déduire que :
Vk € IN*, P (Tep = k) = @i(p).

6. (a) Justifier qu’il est presque certain que le motif « face pile » apparait lors de 1’expérience.

(b) En distinguant le cas p = % etlecas p # %, démontrer que :
o
p(l—p)

7. On note Ty, le numéro du lancer ol apparait le motif « pile pile » pour la premiere fois (dans
I'exemple proposé, on a Ty, = 4).

E (Tfp) =



(@) Alaide de la famille d’événements (f1, p1 N p2, p1 N f2), démontrer que :
Vk € N*, P(Tpp = k+2) = (1 = p)P(Tpp =k +1) + p(1 — p)P(Tpp = k).

(b) Démontrer que le polyndme X? — (1 — p)X — p(1 — p) admet deux racines distinctes r;
et rp appartenant a | —1,1], puis exprimer rq + 1 et 172 en fonction de p.

(c) Justifier qu'il existe (A, u) € R? tel que :
Vk € N*, P(Tpp = k) = Ark + urb.

(d) Calculer P(Ty, = 1) et P(Ty, = 2) et en déduire que Arqy +pur, = 0et A+ pu = % et
Ary + pry = p.

+o0
8. (a) Onadmet que ) P(Tp, = k) = 1. Que peut-on en conclure?
k=1

(b) Démontrer que :

1+
E(Tpp):pzp~

Partie C : Deux jeux a pile ou face

Alice, Bérénice et Candice décident de jouer a pile ou face en reproduisant 1’expérience aléatoire
décrite dans la partie précédente.

9. Dans un premier temps, Alice joue contre Bérénice. Alice gagne la partie si « pile » apparait
strictement avant le motif « face pile » et Bérénice gagne la partie si le motif « face pile »
apparait avant ou au méme instant que « pile »>. On note A I’'événement « Alice gagne » et
B l’événement « Bérénice gagne ».

(a) Calculer P(A) et IP(B).

(b) A quelle condition sur p, Bérénice a-t-elle une plus grande probabilité de victoire
qu’Alice?

10. Dans un second temps, Bérénice joue contre Candice. Bérénice gagne la partie si le motif "face
pile« apparait avant le motif »pile pile« et Candice gagne la partie si le motif »pile pile"
apparait avant le motif « face pile ». On note toujours B I'événement « Bérénice gagne » et
C I'événement « Candice gagne ».

(@) Que peut-on dire de la famille d’événements (B, C)?

(b) Démontrer que P(C) = p? et en déduire a quelle condition sur p, Bérénice a une plus
grande probabilité de victoire que Candice.

(c) Est-il possible que la victoire de Bérénice soit plus probable que la victoire de Candice
alors que le temps d’attente moyen du motif « face pile » est supérieur au temps d’attente
moyen du motif « pile pile »?
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