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Partie A : Ftude de trois fonctions

1. OnaD; = {(x,y) €]0,1[*| x # y}, et donc

xeDgﬁxE]O,l[etx7é1—x<:>x€}0,1[\{;}.
2. (a) Onapour (x,y) €]0,12

of k-1, k., 9f ok k-1

ax(x,y)ka y yetay(x,y)fx ky ™ x.

Par dérivation des fonctions composées, le nombre dérivée cherché est donc
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(b) On note que

et la limite cherchée est donc le nombre dérivé de la question précédente multiplié par 3 :
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(o) Soit (x,y) € Dy.On a alors
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3. La fonction ¢, admet donc une limite finie en 3, et donc est prolongeable par continuité en 1.
4. (@) Six # %,ona

() = 2= J;)x__xl(l — o

car [x| <let|l —x| <1
Six = %, alors la limite trouvée dans la question 2 montre que la limite cherchée est 0 aussi.
Finalement,

lim ¢k (x) = 0.

k—o0

(b) D’apres la question 2¢, on a donc

on( 1_xi k21

x(1—x)k 1
(c) Reprenons l'identité de la question précédente
Pra1(x) =x(1—x)(1—x) T+ x(1—x) Y /(1 —x)F 1
i=1

k=2 )
=x(1—x)*+x(1—x) ) 21— x0Tt
i=0

=x(1- x)k + x@r(x)

(d) On adonc pour tout k
P (x) = ge(x) = x(1—0)F + (x = 1) = (1= %) (x(1 = 1) = g (x)).

D’apres la question 4b, la suite est donc décroissante.

(e) Réutilisons une identité montrée a la question précédente : pour tout k

Pri1(x) = e(x) = x(1 = 2)F + (x = 1) = (1= 2) (x(1 =) = g(x))

Sommons ces égalités pour k = 1 a n; la somme de gauche est téléscopique, et donc
n

x(1=2) 7 = (),
=1

(Pn+1( ) §01 1_x
k

et donc

L= =35~

et ¢,11(x) — 0 d’apres la question 4a.
Finalement, la somme cherchée converge, et
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Partie B : Trois variables aléatoires réelles

5. (a) L'obtention de p a un lancer donné suit une loi binomiale de parametre p, et les lancers sont
indépendants.

La variable T}, suit donc une loi géométrique de parameétre p.

(b) Sion aeuun f au premier lancer, alors la seule solution pour obtenir fp au k + 1-ieme lancer est
de n’avoir obtenu que des f pour les k premiers lancers, et un pile.

Cet évenement a la méme probabilité que celle de faire k — 1 £ puis un p, et donc
P (Tep = k+1) = P(T, = k).
(c) La famille d’événements (p;, £1) est un systéeme complet d’événement, et on a donc
P(Tep = k+1) = Ps (Tep = k+1)P(£1) + Py, (Tep = k+ 1)P(pg)
= (1 =p)P(T, = k) + pP(Tep = k)

puisque si on a eu p au premier lancer, alors pour avoir £p au k + 1-éme lancer, il faut ’obtenir au
bout du k-ieme en comptant a partir du deuxiéme.

On retrouve alors le résultat demandé, car T, suit une loi géométrique.
(d) Montrons par récurrence la propriété ¢y : « P(Tep = k) = @ (p) ».
e On a bien ¢y, puisqu'il est clair que IP(T¢p = 1) = 0.
e Soit k € IN*; on suppose . On a alors
P(Tep =k+1) =p(1— p)k+ pP(T¢, = k)  par la question Blc
=p(1=p) +per(p) par gy
= ¢r11(p) parla question Adc

On a donc bien montré, par récurrence, que
vk € N, P(Tep = k) = g(p).
6. (a) Les événements [T¢, = k| étant incompatibles, on a donc

11)( U Tfp:k> = ilp(:rfpzk)
k=1

keIN*
= Z ¢r(p) par la question Bld
k=1

=1 par la question Adae

Ainsi, il est presque certain que le motif £p apparaisse.

(b) Sip =3}, onavualaquestion A2b que ¢x(1) = &1

o
Ainsi, la série géométrique dérivée ), kIP(T¢p = k) converge bien, vers 4 = ( 11 Iy
keIN* 2\"2
Sinon, on a par définition de ¢ pour tout N € IN*
N N
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) en reconnaissant les espérances de lois géométriques



Dans les deux cas, la série Y. kIP(Tep = k) converge absolument (les termes sont positifs), vers
keIN*

W La variable Tz, admet donc une espérance, qui vaut S0P

7. (a) Lafamille proposée est bien un systeme complet d’événements, et donc pour k € N*, on a

1 P’

P(Tpp = k+2) = Pt (Tpp = k +2)P(£1) + Py, rp, (Tpp = k + 2)P(py N py) + Py, s, (Tpp = k4 2)P(£1 N £2)
= (1= p)P(Tpp = k+1) + p> x 0+ p(1 — p)IP(Tpp = k)

le premier cas revenant a compter a partir du deuxiéme lancer, le deuxieme étant impossible

puisqu’on a déja tiré deux p, et le dernier revenant & compter a partir du troisieme lancer.

(b) Le discriminant du polyndme vaut (1 — p)? +4p(1 — p) = (1 —p)(3p + 1) > 0. On a donc bien
deux racines réelles distinctes.
Ensuite, on a P(1) = p* et P(—1) = 2—2p+ p> = (p — 1)+ 1, et donc P(1) et P(—1) sont
strictement positifs. Ainsi, les racines rq et r — 2 sont nécessairement entre ces points.
De plus, les relations coefficients-racines nous donne

rit+rn=1—petrir, =—p(1—p).

(c) On reconnait dans le résultat de la question B3a une suite récurrente linéaire d’ordre 2, dont le
polyndme caractéristique est X> — (1 — p)X — p(1 — p). Ce polyndme ayant deux racines réelles
distinctes, il existe deux constantes réelles A et y telles que

Vjk € N*, P(Tpp = k) = Ak + prh.

(d) 1l est clair que P(Tpp = 1) = 0 et P(Tp, = 2) = p?, et donc en reprenant l’expression précédente,
ona
Arp 4+ urp =0et )\r% + ‘ur% = pz.

On a donc Ar? + ur — 1ry = 0, et par B3b,

Ari = up(1—p).
De méme
ury = Ap(1—p).

On a donc ;
p(1—=p)(A+p) = p?, puis A+ p = Tt

Deplus,onar; =1—p—ryetrp =1—p—r par B3b, et donc
0=Ary+pur
=A+pu)(1—p)—Arp—pn
et on retrouve
Ary+prp = (A+p)(1—p) =p.

8. (a) Les événements étant disjoints, on a

P (UTp =) :]:iln’(Tpp —k) =1

Ainsi, il est presque certain qu’on obtiendra la suite pp.

(b) Les deux série ) kr’lC ety kr’ﬁ convergent comme séries géométriques dérivées, car rq et rp sont dans
]—1,1.Ona
o0

[e9)

ot Y= =t

1—7‘1



Ainsi, par linéarité, T, admet une espérance, et

Arq Ura
A-—np  T-rp
_ A=) +ur(1-n)’
(1=r1)(1=r))?
_ (Ary + urp) — 2rir (A + u) + rira(Ary + pry)
(1—r1)2(1—rp)?
2p(1-p) (1) —p(1—p)p
- (=p(—=p)—(1—p)+1)2
_1+p
-

E(Tpp) =

Partie C : Deux jeux a pile ou face

9. (a) Sipsortau premier coup, Alice gagne. Sinon, fp sortira nécessairement avant ou au méme moment
que p. On a donc

P(A) =petP(B)=1—p.
(b) Ainsi, Bérénice a une plus grande probabilité de victoire si et seulement si p < 3

10. (a) On a vu que les suites fp et pp arrivent de facon presque siire, et ne peuvent arriver au méme
instant. Ainsi, (B, C) forme un systéme complet d’événement.

(b) On distingue deux cas:
e si le premier lancer donne £ (probabilité 1 — p), alors Bérénice gagnera nécessairement, des
que le premier p apparaitra.
e sile premier lancer donne p, alors on distingue deux sous-cas :
— si le deuxiéme lancer donne pile (probabilité p?), alors Candice gagne.
— si le deuxiéme lancer donne face (probabilité p(1 — p)), alors on revient au premier cas, et
Bérénice gagne.
Finalement, P(C) = p?.

e e Ty gazo: ez . . 1
Ainsi, Bérénice a une plus grande probabilité de gagner si et seulement si p < 7

(c) D’apres B2b et B4b, les temps d’attente moyens de fp et pp valent respectivement ( ) et 1+p

Ainsi, pour p > H‘[ =~ 0.6, le temps d’attente de fp est strictement plus grand que celul de pp.
Mais d’apres la quest1on précédente, Bérénice a plus de chance de gagner dés que p < f ~0.7.

Ainsi, pour p entre ces deux valeurs, e.g. p = 0.65, la victoire de Bérénice est pluys probable, mais
le temps d’attente de £p est en moyenne plus long que celui de pp.
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