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A.1. (a) La variable X étant à image dans In, on a pour tout k > n : P(X = k) = 0. Ainsi, on a pour tout t

gX(t) =
n

∑
k=0

P(X = k)tk,

qui est bien une fonction polynomiale, de degré au plus n.
(b) Un polynôme es entièrement caractérisé par ses coefficients, et donc la donnée de gX permet de

connaître les P(X = k) pour tout k ∈ In, et donc la loi de X.

A.2. (a) On a pour tout t

gZ1+Z2(t) = E
(

tZ1+Z2
)
= E

(
tZ1 tZ2

)
= E

(
tZ1

) (
tZ2

)
= gZ1(t)gZ2(t).

(b) Soit donc X ↪→ B(n, p). On a alors pour tout t

gX(t) =
n

∑
k=0

(
n
k

)
(pt)k(1 − p)n−k

= (pt + 1 − p)n

(c) D’après la question précédente, on a donc gX(t) = (pt + 1 − p)n et gY(t) = (pt + 1 − p)n′
.

D’après la questions 2a, X et Y étant indépendantes, on a donc

gX+Y(t) = gX(t)gY(t) = (pt + 1 − p)n+n′
.

X + Y a donc la fonction génératrice d’une loi B(n + n′, p), et donc suit cette dernière loi.

A.3. (a) On a facilement gXi =
1
6 (X + X2 + X3 + X4 + X5 + X6). On en déduit la fonction génératrice de la

somme :

gX1+X2 =
1

36

(
X + X2 + X3 + X4 + X5 + X6

) (
X + X2 + X3 + X4 + X5 + X6

)
=

1
36

(
X2 + 2X3 + 3X4 + 4X5 + 5X6 + 6X7 + 5X8 + 4X9 + 3X10 + 2X11 + X12

)
On en déduit la loi de la somme, la probabilité P(X1 + X2 = k) étant le coefficient de Xk.

(b) i. On a alors

R =
1
11

(
X2 + X3 + · · ·+ X12

)
.

ii. Soit k entre 1 et 10. On a alors

R
(

e
2ikπ

11

)
=

1
11

12

∑
j=2

e
2ijkπ

11

=
1

11

10

∑
j=0

e
2ijkπ

11 en notant que e
2i11kπ

11 = 1 et e
2i12kπ

11 = e
2ikπ

11

= 0 par somme géométrique
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Comme 0 est racine double de R, qui est de degré 12, on a bien toutes les racines complexes
non réelles de R.

iii. On a P(X1 = 0) = 0, et donc 0 est racine du polynôme gY1 ; il existe donc P ∈ R[X] tel que
gY1 = XP. De même, on peut écrire gY2 = XQ.
On a alors bien R = X2PQ.

iv. Les racines de P sont donc parmi les e
2ikπ

11 , qui sont complexes non réelles. Or P est de degré
impair, donc doit avoir au moins une racine réelle.
On a donc une contradiction, donc Y ne peut pas suivre une loi uniforme.

B.1. Soit t ∈ [−1, 1]. On a alors pour tout n |antn| ⩽ an, et la série ∑ an converge par définition de variable
aléatoire.

Par théorème de comparaison de séries à termes positifs, la série ∑ antn converge absolument.

Ainsi, la somme ∑∞
k=0 antn existe si t ∈ [−1, 1].

On a alors

gX(1) =
∞

∑
k=0

an = 1.

B.2. On fait la même preuve que précédemment

E(tX1+X2) = E(tX1)E(tX2) = gX1(t)gX2(t).

B.3. (a) Soit t ∈ [−1, 1]. On a alors

gX(t) =
∞

∑
n=1

qn−1 ptn

= pt
∞

∑
n=0

(qt)n

=
pt

1 − qt

car t ⩽ 1 < 1
q .

(b) Soit t ∈ [−1, 1]. On a alors

gX(t) =
∞

∑
n=0

e−λ (λt)n

n!

= e−λeλt

= eλ(t−1)

C.1. Une rapide récurrence à partir de la question B.2 montre le résultat, les variables
n
∑

k=1
Xk et Xn+1 étant

indépendante par lemme de coalition.

C.2. L’ensemble {[N = n] | n ∈ Is} est un système complet d’événements, et la formule des probabilités
totales montre la première égalité.

On a alors pour tous k et n : [Y = k] ∩ [N = n]) = ([Sn = k] ∩ [N = n]), et donc la seconde égalité.

C.3. Les variables N et Sn sont indépendantes, on a directement le résultat par définition de fonction géné-
ratrice.
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C.4. On a alors pour tout t :

(h ◦ f )(t) =
s

∑
n=0

P(N = n)( f (t))n

=
s

∑
n=0

P(N = n)ψn(t) par C.1

=
s

∑
n=0

P(N = n)
∞

∑
k=0

P(Sn = k)tk

= g(t)

en intervertissant les sommes, toutes les séries convergeant absolument.

C.5. On a donc dans ce cas f (t) = pt
1−qt et h(t) = p′t

1−q′t .

On a donc par la généralisation de C.4,

g(t) =
p′ pt

1−qt

1 − q′ pt
1−qt

=
pp′t

1 − (q + q′p)t

Or on a q + q′p = 1 − p + p(1 − p′) = 1 − pp′.

Ainsi, on reconnaît la fonction génératrice d’une loi géométrique de paramètre pp′, donc Y suit cette loi.
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