PROBLEME 1

Partie A : Premier exemple dans M5(R)

1. (a) Le déterminant de P est

1
det(P):—2x§—2xg:—§.

det(P) est donc non nul, et P est inversible :

_ 1 /-2 -2\ _1(3 10
g (1 7))

(b) Calculons P~1AP :

La matrice D = P~ AP est donc diagonale, et donc A = PDP~!.

2. (a) Au bout d’un an, toutes les oiselles jeunes disparaissent (soit elles meurent, soit elles deviennent adultes). Toutes
les nouvelles oiselles jeunes sont donc de nouvelles naissances : il y en a une par jeune, et 5 par adulte, d’ou
Jn + Day, oiselles jeunes.
Toutes les adultes meurent, et 15% des jeunes deviennent adultes, d’ou % Jn adultes a 'année suivante.

Finalement,

15 . 3 .

Jnt1 = Jn + 30n et anqy 100’ 207

On a donc

AX, = (]n Z—’J— 5an) = Xn+1-
%]n

(b) Montrons par récurrence la propriété ¢, : X, = D"X].
e (o est clair, DY étant la matrice identité.
e Soit n € N, supposons ,,. Alors

Xl

—1
n+l — P X'rH-l

= P71AX,, question 2a
= DP~!X,, question 1b
= DX/

= DD"X{ par ¢,

= D" X}

D’ou Pn+1-

Par théoréme de récurrence, on a donc bien

VneN, X! =D"X}.



(¢) Supposons que jg # 0 et ag # 0. On a alors

X, = PX!
= PD" X, question 2b

(2 ()il )

NN~

On a donc

(3 V(Y (L s (L)
In = 430 20 B 430 20 B .

Le premier terme tendant vers +oco et le second vers 0, on a donc

n
(330 + 3a0) (3)"

: 3,0 3\"

In 410 an B .
3,1 3\"

n~\ g0 T g% ) \3) -

Partie B : Second exemple dans M;3(R)

(a) On échelonne la matrice pour trouver, pour tout A € R

et donc

De la méme facon,

3 —4A 0
rg(B—A3)=rg |0 2 -3\
0 0 AXN-=3\x-2

On note alors que
M 3N —2=(\-2)(A+1)?

et donc 2 et —1 sont bien les deux seules valeurs propres de B.

x
On aalors X = | y | € E2(DB) si et seulement si
z
3r—8y =20
2y — 6z =0
8
et donc X € Vect 3
1
De méme, on a X € E_;(B) si et seulement si
3z +4y=0
204+ 32=0



4

et donc X € Vect -3
2
On a donc
8 4
Ey(B)=Vect | |3 et F_1(B) = Vect -3
1 2

La somme des dimensions des sous-espaces propres de B vaut donc 2, et B n’est donc pas diagonalisable.

Soit f I’endomorphisme de R? canoniquement associé & B.

8 4
Soient alors e; = [ 3] et ea = | —3
1 2
x
On cherche alors e3 tel que f(e3) = ex — e3, c’est-a-dire, en posant ez = | y |,
z
dy+4z=4—=x
%x =-3-y
—4
Alors e3 = | 0 | convient.
2

On note que la famille (e, ez, e3) forme une base de R?, et la matrice de f dans cette base vaut bien 7.
Ainsi, B et T représentent le méme endomorphisme, et donc sont semblables.

Ecrivons T =D + N, avec

2 0 0 0 0 0
D=0 -1 0| eteN=[0 0 1
0 0 -1 0 0 O

On note alors que D et N commutent, et que N? = 0. Par la formule du binéme de Newton, on a donc

T" = (D + N)"
_ — (n k yn—k
= Z (k)N D
k=0
=D" +nND"!
on 0 0
=0 (=D n(-1)"*!
0 0 (—1)"

Soit n € N. Chaque oiselle préadulte et adulte va donner naissance a quatre oiselles jeunes, et donc
Jnt1 = 4P, +4A,.

Ensuite seulement trois quarts des jeunes deviennent préadultes, donc P41 = %Jn, et seulement deux tiers des
préadultes deviennent adultes, et les oiselles déja adultes meurent, donc A, 41 = %Pn.

On a alors
Jn+1 Jn
P11 =B\ P,
AnJrl An

Or on a vu que B et T sont semblables, et il existe donc une matrice inversible @ telle que B = QTQ~!.
On a alors, par récurrence immédiate B™ = QT™Q ™!, et par récurrence

Jn Jo
P, | = QTHQ_l P
A, Ag



(b) On peut écrire, d’apres la question Ble,

T =2"A + (—1)”A2 + n(—l)"HAg,

100 0 0 0 0 0 O
ouAd; =10 0 0),A2=10 1 0]JetAs=|0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0 O
On a alors, par linéarité du produit matriciel

QT Q™ =2"QAQ" + (—1)"QA:Q™" + n(-1)""'QA3;Q7,
et on a donc les matrices voulues en posant

C1=QAIQ7", Co=QAQ et C3 =-QA3Q "

(a) Notons Cj; la j-ieme ligne de la matrice C;. On a alors pour tout n

Jo Jo Jo
J,=2"Ci1 | Py | + (—1)”021 P + n(—l)”031 Py
Ao Ao Ao
Jo Jo Jo
1" n(—1)"
=2"{Cn | o | + ( 2,3 Cor | Po | + (Qn) Cs1 | Po
Ag Ao Ao
Jo
Par croissance comparée, la parenthese tend vers C1; | Py |, qui est non nul car Jy, Py, Ag et les coefficients de
Ao
C1 sont strictement positifs.
Ainsi, on a bien J, — oo.
On trouve de méme :
Jo Jo Jo
-1)" n(—=1)"
P,=2"[Cu | o +(2n) Co | Po | + (2n) Csz | Po
Ay Ay Ay
Jo Jo Jo
-1)" n(—=1)"
Ap=2" | Cis | Po +(2n) Cos | Po | + (2n) Css | Po
Ao AO AO

et pour les mémes raisons que (J,,), les suites (P,) et (A4,,) divergent vers oco.

(b) On note que Cy3 = %Cu et Ci3 = %Cu, et la matrice C; est donc de rang 1.



On a de plus, d’apres les expressions trouvées dans la question précédente,

Jo e Jo e Jo
271 Cn | P )| + (7277)021 P | + n(;n) Cs | Do
Ao Ao Ao

Jo Jo Jo
on ((C’n + Ch2 + Ch3) (Po) + (;i)n (Co1 + Caa + Ca3) (Po) + n(;nl) (C31 + C32 + C33) (Po))
AO AO

A&

Jo
Cia | Po
Pn AO _ 1

Sin n—00 Jo 4
(Cii+Ci2+Ci3) | B
Ap

On a aussi

Jo , Jo Jo
2" ((011 + C12 + Ci3) (Po) + (_2}3 (Ca1 + Cap + Ca3) (Po) + "(;nl,) (Cs1 4 C32 + C33) (Po))

Sp+1 Ao Ao Ao

Sh Jo Jo Jo
2n+1 ((Cu + C12 + C13) (PO) + %(021 + Cog + Ca3) (P0> + %(031 + C32 + C33) (Po
Ao Ao Ao

%1
2

n— oo

PROBLEME 2

Partie A : Etude de trois fonctions

1. On a Dy = {(x,y) €]0,1[?| z # y}, et donc

xEDQC)xE]O,l[etJ:;é1—3@@366}0,1[\{;}.

2. (a) On a pour (z,y) €]0,1[?
of K

(z,y) = ka"ly — ¥ et —(z,y) = 2" — ky*'a.

of
ox dy



Par dérivation des fonctions composées, le nombre dérivée cherché est donc
of (11 of k-1
or \22) oy -2kl

o) (b1
wk(x)=%fk($71 xx)_lfk(Q’Q),
2

(b) On note que

et la limite cherchée est donc le nombre dérivé de la question précédente multiplié par % :

) k-1
lim ¢y (z) = TR

z—3

(¢) Soit (z,y) € Dy. On a alors

k—2 k—2 x 7
Ty Z xzyk—Q—z _ {Eyk_l (y)

i=0 i=0
k—1
- (3)
= zyh! 1_y§ car — # 1
y
s P
= gx(z,y)
(d) On retrouve alors directement la limite de ¢y, en % :
1k 2
li z
lim or() = 32 2k 2
=0
k; 1
2k

3. La fonction ¢y admet donc une limite finie en 3, et donc est prolongeable par continuité en f.

4. (a) Siz#3,0ona
(1 —x) —2(1 —z)*

oulw) = 21 — 1 -0

car |z| < let |l —z| <1.
Six= %, alors la limite trouvée dans la question 2 montre que la limite cherchée est 0 aussi.

Finalement,
lim @i (x) = 0.

k—o0

(b) D’apres la question 2¢, on a donc

k-2
vr(x) =2(1 —x) le(l _ gk
i=0

k—2
=z(l—-2)1—2)* 2 +2(1-x) Z:z:l )
i=1

(1 — ) !



(¢) Reprenons l'identité de la question précédente
Yepr1(x) =z(1 —2)(1 —2)* 1 +2(1 —x) Zx x)k-1-

k—2
=z(1—2)f+2(1—x) Z zH (1 — )kl
=21 — )% + zpp(x)
(d) On a donc pour tout k
per1(@) —gi(@) = 21— 2)" + (2 = 1) = (1 - 2) (z(1 - 2)" — pi(2)) -

D’apres la question 4b, la suite est donc décroissante.

(e) Réutilisons une identité montrée a la question précédente : pour tout k

prr1(z) = on(r) =2l —a)* + (2 = 1) = (1 —2) (2(1 - 2)" " — pu(@)) .
Sommons ces égalités pour k =1 a n; la somme de gauche est téléscopique, et donc

n

Pur1(@) = pr(2) = (L—2) Y w(l—2)" " — py(a),

k=1

et donc

Z‘Pk(z)lix<@1($)§0n+1( JrIlfolf:L' )
k=1
o = 1-(1 1
J— — X n
kzzl(l —0 =g —((1 - x)) T
et vpt1(x) = 0 d’aprés la question 4a.
Finalement, la somme cherchée converge, et

lim Z or(z) =
k=1

r=1.

Partie B : Trois variables aléatoires réelles

(a) L’obtention de p & un lancer donné suit une loi binomiale de parameétre p, et les lancers sont indépendants.
La variable T}, suit donc une loi géométrique de parametre p.

(b) Si on a eu un £ au premier lancer, alors la seule solution pour obtenir fp au k + 1-iéme lancer est de n’avoir
obtenu que des f pour les k£ premiers lancers, et un pile.

Cet événement a la méme probabilité que celle de faire k£ — 1 £ puis un p, et donc
Pe,(Tep =k +1) =P(T; = k).
(¢) La famille d’événements (p;,f;) est un systéme complet d’événement, et on a donc
P(Ttp =k +1) =P (Tep =k + 1)P(£1) + Py, (T, = k + 1)P(p;)
= (1 =p)P(Tp = k) + pP(Ttp = k)

puisque si on a eu p au premier lancer, alors pour avoir fp au k+ 1-éme lancer, il faut I'obtenir au bout du k-iéme
en comptant a partir du deuxieme.

On retrouve alors le résultat demandé, car T}, suit une loi géométrique.

(d) Montrons par récurrence la propriété 1y, : « P(Tep = k) = @i (p) ».



« On a bien vy, puisqu'il est clair que P(T¢, = 1) = 0.
e Soit k € N*; on suppose 9. On a alors

P(Tep =k+1) =p(1 — p)* + pP(Te, = k) par la question Blc

=p(1 = p)* +ppr(p) par iy
= pr+1(p) par la question Adc

On a donc bien montré, par récurrence, que
Vk € N*, P(Ttp = k) = ¢r(p).
(a) Les événements [T¢, = k] étant incompatibles, on a donc

P( U TfP:k> :iP(Tfpzk)
k=1

keN*
oo
= Z vr(p) par la question Bld
k=1

=1 par la question Adae

Ainsi, il est presque certain que le motif fp apparaisse.

(b) Sip= 4, onavuala question A2b que ¢5(3) = L.
Ainsi, la série géométrique dérivée 3 EkP(Tep = k) converge bien, vers 4 = ( 117 Iy
keN* 2 2

Sinon, on a par définition de ¢ pour tout N € N*

N N
D kP(Tey = k) = > kor(p)
k=1 k=1

Y pF(L—p) —p(1 —p)*
=Dk 1

k=1
1 N N
= EpF—1(1 = p) — (1 — 1— p)k-1
1 (pz P 1—p) = (1—p) Y (1—p)*'p
k=1 k=1
1 p 1—p . , S
— en reconnaissant les espérances de lois géométriques
N—oo 2p—1\1—p p
_ 1
p(1=p)
Dans les deux cas, la série )  kP(Te = k) converge absolument (les termes sont positifs), vers m. La
keN*

variable 1%, admet donc une espérance, qui vaut ﬁ.

(a) La famille proposée est bien un systéme complet d’événements, et donc pour k € N*, on a
P(Top =k +2) =Ps, (Tp =k + 2)P(£1) + Py p, (Tpp = k +2)P(py Npy) + Pp s, (Top = k +2)P(£1 N £2)
=(1-p)P(Tpp=k+1)+p* x 0+ p(1 — p)P(Typ = k)
le premier cas revenant a compter & partir du deuxieme lancer, le deuxiéme étant impossible puisqu’on a déja
tiré deux p, et le dernier revenant a compter a partir du troisieme lancer.

(b) Le discriminant du polynéme vaut (1 —p)? +4p(1 —p) = (1 —p)(3p+1) > 0. On a donc bien deux racines réelles
distinctes.
Ensuite, on a P(1) =p? et P(=1) =2 —2p+p* = (p—1)?2 +1, et donc P(1) et P(—1) sont strictement positifs.
Ainsi, les racines r| et r — 2 sont nécessairement entre ces points.
De plus, les relations coefficients-racines nous donne

ri+ro=1—petrirs=—p(l—p).



1.

(¢) On reconnait dans le résultat de la question B3a une suite récurrente linéaire d’ordre 2, dont le polynéme
caractéristique est X2 — (1 — p)X — p(1 — p). Ce polyndome ayant deux racines réelles distinctes, il existe deux
constantes réelles \ et u telles que

Vik € N*, P(Tpp = k) = A} + urk.
(d) Il est clair que P(Tpp = 1) = 0 et P(Tpp, = 2) = p?, et donc en reprenant expression précédente, on a
Ary + pre =0 et /\rf + ,ur% = p2.

On a donc Ar? + ur — 1ry = 0, et par B3b,

At = pup(1 = p).
De méme

pry = Ap(1 = p).

On a donc ,
De plus,onar =1—p—rgetrg=1—p—r par B3b, et donc

0= MAry + prg
= A+ p)(1=p) = Ary — pry

et on retrouve
Ary +pry = (A + p)(1 —p) =p.

(a) Les événements étant disjoints, on a

P (Ut =k) = X P = =1

Ainsi, il est presque certain qu’on obtiendra la suite pp.

(b) Les deux série > kr¥ et > krk convergent comme séries géométriques dérivées, car r; et ro sont dans | — 1,1].

On a
krk = —— et
2=

Ainsi, par linéarité, Ty, admet une espérance, et

oo

T2
krk=—= .
S R

)\7’1 Uro
T2 (1-r)
_ Ar1(1—1r9)% + pra(1 —rq)?

(= r)(1 =)
()\7‘1 + ILLTQ) — 27‘1T2()\ + ,u) + 7"17’2()\7’2 + ,U,’f'l)
(1—71)2(1 —1rp)?
2p(1 - p) (25 ) ~p(1 —p)p
(—=p(1=p)— (1 —=p)+1)?

_1+p
=3

E(Tp ) =

Partie C : Deux jeux a pile ou face

(a) Sip sort au premier coup, Alice gagne. Sinon, fp sortira nécessairement avant ou au méme moment que p. On a

donc
P(A)=petP(B)=1-0p.



(b) Ainsi, Bérénice a une plus grande probabilité de victoire si et seulement si p < %
2. (a) On a vu que les suites fp et pp arrivent de fagon presque sfire, et ne peuvent arriver au méme instant. Ainsi,
(B, C) forme un systeme complet d’événement.
(b) On distingue deux cas :
o si le premier lancer donne f (probabilité 1 — p), alors Bérénice gagnera nécessairement, dés que le premier p
apparaitra.
e sile premier lancer donne p, alors on distingue deux sous-cas :
— si le deuxiéme lancer donne pile (probabilité p?), alors Candice gagne.
— si le deuxiéme lancer donne face (probabilité p(1—p)), alors on revient au premier cas, et Bérénice gagne.
Finalement, P(C) = p.

Ainsi, Bérénice a une plus grande probabilité de gagner si et seulement si p < %

(c) D’aprés B2b et B4b, les temps d’attente moyens de fp et pp valent respectivement ﬁ et 1;2” )

Ainsi, pour p > %‘/‘?’ ~ (0.6, le temps d’attente de fp est strictement plus grand que celui de pp.
Mais d’apres la question précédente, Bérénice a plus de chance de gagner des que p < % ~0.7.

Ainsi, pour p entre ces deux valeurs, e.g. p = 0.65, la victoire de Bérénice est pluys probable, mais le temps
d’attente de fp est en moyenne plus long que celui de pp.

10



