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PROBLEME 1

Partie A : Une situation faisant intervenir une matrice de Mj3(R)

1. On note A; ; 'événement « Le systéme est dans I’état ¢ & 'heure j »

La probabilité d’étre dans ’état F; au bout de trois heures est donc
P(A11NAI2NAs) = p°

en utilisant la formule des probabilités composées.

De méme, les différents cas pour étre en Fs3 au bout de trois heures sont Fy — F; — Ey — Ej,
E, = FEy — Ey — Eg et By — Ey — E5 — E3, et on trouve donc une probabilité de 2pg? + ¢2.

Seuls les deux premiers cas permettent d’avoir E3 exactement au bout de trois heures, on a donc une

probabilité de 2pg?.

2. (a) Par la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements
{A1 %, A2k, Az}, on a donc

upt1 = Pa, (A kg1)ur +Pay, (AL gs1)ve +Pa,, (A k1) wr = pug,

seule la premiere probabilité conditionnelle étant non nulle.

(b) De la méme fagon, on trouve avec la formule des probabilités totales appliquée au méme systéme
complet d’événements

Vk4+1 = QUL + pU et Wry1 = qU + Wg.

On retrouve bien la relation demandée.

Uk Uug
(c) Montrons par récurrence que pour tout k € N, [ vz | = A% | v
Wi Wo

e Pour k =0, c’est évident.
e Soit k € N, et supposons 1’égalité vraie pour k.

Alors
Uk41 (7 ug
V41 | = Al vk | = ARFT Vo
Wk+1 W Wo



Par récurrence, on a bien le résultat voulu.

Ainsi, en partant des différents états initiaux possibles, on remarque que a; ;(k) correspond a la
probabilité de passer de I’état E; a I'état I; en k heures.

Partie B : Puissances successives d’une matrice

1. (a) On note qu'une matrice M est dans &; si et seulement si (1 1 1) M = (1 1 1).
Montrons alors la propriété voulue par récurrence : soit M € .

e La matrice M? = I3 est bien dans &s.
e Soit k € N, et supposons M* € &3.
Alors
(1 1 )M+t =01 1 1)M'M
(1 1 1)M car M" €&
(11 1)

Par récurrence, on a bien le résultat voulu.

(b) On a alors
T
MTy=@TM) =v
d’apres la remarque précédente.
Ainsi, comme v est non nul, il est vecteur propre de MT associé & 1, qui est donc valeur propre de
MT.
Ainsi, MT — I3 n’est pas inversible, et en passant a la transposée (qui conserve le rang), on a donc
M — I3 non inversible, et donc 1 € Spec(M).

2. (a) A est une matrice triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux, 1 et p.
1 n’apparait qu’une fois sur la diagonale, donc le sous-espace propre associé est de dimension 1; on

a donc
0
Ey(A)=Vect | 0
1
En résolvant le systéme, on note aussi que
0
E,(A)=Vect | 1
-1

(b) 0 n’est pas dans le spectre de A, donc A est inversible.
En revanche, la somme des dimensions de ses sous-espaces propres ne vaut que 2, et donc elle n’est

pas diagonalisable.
3. (a) Montrons-le par récurrence sur k € N :

e Pour k = 0, on retrouve bien la matrice identité, avec ag = 0.
e Soit k € N; supposons la relation vérifiée pour ce k.

Alors
A= Ak A
phtt 0 0
= kgp*+! P 0
par+q(l—p*) p—p*i+q 1

En posant ag.1 = pay + (1 — p¥), on a bien le résultat voulu.



On a donc bien le résultat voulu.

On note que comme A € &, on a AF € &, et donc nécessairement aj, = 1 — pF — kqpF—1.

(b) On a p,q €]0, 1], donc les suites (p¥), (¢*) et kp*~! convergent toutes les trois vers 0.

0 0 O
Ainsi, lasuite (A*) converge, vers la matrice [0 0 0
1 11

Partie C : Diagonalisations de matrices

x
1. (a) On note qu’un vecteur | y | est dans ker(u) si et seulement si x +y+ 2z = 0, et donc si et seulement
z
x
sily]-v=0
z

ker(u) est donc bien Iensemble des vecteurs orthogonaux a v.
Cet ensemble est un plan, donc dim ker(u) = 2, et par théoréeme du rang, on obtient rg(u) = 1.

(b) La matrice L est triangulaire supérieure, donc ses valeurs propres sont 0 et 1; on a bien 1 € Spec(u).

0 0 0
On a par exemple L {0 ] = [0],et [ 0] # 0, donc ¢’est un vecteur propre de u associé a 1.
1 1 1

2. Ainsi, dim Fq(u) =1 et dim Ey(u) = dim ker(u) = 2, donc 'endomorphisme u est diagonalisable.

1 1
Des vecteurs propres linéairement indépendants associés a 0 sont par exemple | —1 ] et | 0
0 -1
On a donc bien L = PDP~!, avec
0 0O 1 1 0
D=0 0 OfJe |-1 0 O
0 0 1 0 -1 1
1 0 1 1 0
On trouve facilement e; = | 0 | + 0] etes=— -1+ 0 | + [ 0], on trouve donc la matrice
-1 1 0 -1 1
de passage inverse
0 -1 0
Pl=[1 1 0
1 1 1
p 0 0
3. (a) On calcule: P"'BP = [0 p 0], et donc la matrice B est bien diagonalisable.
0 0 1

(b) Une rapide récurrence permet de montrer que

pF 0 0
BiE=Pl 0 p¥ o] P7H,
0 0 1
puis apres calculs :
pF 0 0
BF=| o0 pF 0
1—pF 1-pF 1



(c) Ona C? =0. On note que A = B+ C, et comme B et C' commutent, par bindme de Newton, on a
donc

k
AR =3%" (k> C'B"' =B+ kCBF!.

: )
=0

(d) On retrouve bien la bonne expression.

Partie D : Calcul d’une espérance
1. Comme p €] — 1, 1], cette série converge, et vaut q%.

2. (a) Il faut au moins deux heures pour aller dans 1’état F, et donc

P(X=0)=P(X=1)=0.

On a alors
P(X =3)=¢
(b) Ona P(X =k) = wx — wg—1.
Or pour tout k, on a vu que
Uk 0 pF
o | =AM 0| = | kgptt |,
W 1 ak

et donc on a bien le résultat voulu.

(¢) La variable X admet une espérance si et seulement si la série > k(ar — ag—1) converge absolument,
c’est-a-dire si la série > k(k — 1)¢?p*~2 converge.
Or elle converge d’apres la question D1, et on a donc

PROBLEME 2

Partie A : Des lois exponentielles

1. (a) Soit ¢, la proposition « La variable X} admet un moment d’ordre n égal a /’\1—,'1 ».
e Il est clair qu’elle admet un moment d’ordre 0, qui vaut 1.

e Soit n € N; on suppose p,. Soit alors A > 0. On a, par théoréeme d’intégration par parties
appliqué aux fonctions x = —e~** et x + 2" qui sont de classe C* sur le segment [0, A] :

A A
/ 2" e Mdr = [fefoxn+1]OA + ntl / "N Mdx
0 Ao
n+1
A—+o00 Tmn(Xk)



par croissances comparées, théoreme de transfert et ,,.

o . ! +1)!
Ainsi, X} admet un moment d’ordre n + 1 qui vaut ”THA"—W = (::H) .

Par récurrence, on a bien le résultat voulu.
n . 7’ 7 7. . .
(b) On a p— (IXk) = ’}7 ; on reconnait le terme général d’une série exponentielle, qui est convergente. Sa

somme est alors e*.

2. (a) Mest clair que sit <0, Fx,(t)=1.Sit>0,onaalors Fx,(t) =P(X; >t) =e .
(b) Soit t € R. On a

Fy, (t) = P(min(Xy,...,2,) > 1)

P(éXi>t>

H P(X; > t) par indépendance

i=1
_ 1 sit<0
“ 1 e PM sinon
0 sit<0

On a alors Fy, (t) = { , et on reconnait la fonction de répartition d’une loi

1—e P sinon
exponentielle de parametre pA. Ainsi, Y, — E(pA).

(c) On déduit directement de la loi de Y, qu’elle admet une espérance et une variance, et

1 1
E(Yy) = » et V(Yp) = p?

[}¥)

3. On a dans ces questions p =2 et A = %

(a) OnaP(X2<2)=1—¢"L
(b) Il est clair que la probabilité cherchée est celle que le premier technicien intervienne pendant moins
1
d’une heure : P(X; <1)=1—e"=.
(¢) On a

Pixo<2 (Y2 1) =1 = Pix,<o(Ya > 1)
P(Ya > 1N X, < 2)

P(X2 <2)
a P(X2 <2)
(1 — e_%) (e_% — e_1>
1
1—e1
_l—e"2—c¢ 3 4e!
- 1—e 1

Partie B : Calcul d’une limite d’une probabilité

1. (a) Il est clair que Fiz,(t) =0 sit < 0. Soit alors ¢ > 0.

Fy,(t) =P(Z2 <t)
=P(X; <tNnXy<t)
=P(X; <t)? par indépendance
= (1—e)’



(b)

La fonction Zs est alors continue et C! sur R*, et on vérifie facilement la continuité en 0.
Ainsi, Z5 est & densité, avec une densité donnée par

0 sit<0
fz,(t) = { 2 e M (1 —e ™) sinon

Sur R4, on a alors
tfz,(t) = 2the™ " — 2the™ 27,

Or les intégrales des deux termes sont convergentes (on reconnait des espérances de lois exponen-
tielles). Ainsi, par linéarité, Zo admet une espérance, et

2 1 3
E(Z2)*X*§*ﬁ-
On a alors bien E(Y2) + E(Z2) = 2 = E(X; + Xa).
On aurait pu le savoir en notant que X; + Xo = Y5 + Zs.

Comme dans la question précédente,
V>0, 12f7,(t) = 22N — 22 Ne ™2

et on reconnait deux fonctions dont les intégrales convergent.

Ainsi, Z5 admet une variance, et par formule de Konig-Huygens,

7 9 5
V(Zy) =E(Z2) —E(Z)? = — — — = —.

On a P(ZQ > x4+ n) —1_ (1 _ e—)\(n+x))2 — e~ An+a) (2 _ e—A(n+x)).

Ainsi, P(Zs 2 n+ ) ~ 2e~A+2) - qui est le terme général d’une suite géométrique de premier

terme 2e~** et de raison e~ *.

On a

P(Zy =2 n+x)
P(Zy 2 n)
9¢—Mn+z)
2e—An
~e N = P(X) > )

Pizysn)(Z2 2 n+1z) =

~

On a donc bien la limite voulue.

La loi exponentielle étant sans mémoire, on a bien le méme résultat pour X; (qui reste vrai sans
méme prendre la limite).

Partie C : Sommes de variables aléatoires
La variable X5 étant positive, il est clair que Fy,x,p est nulle sur | — 0o, b[. Soit donc ¢ > b. On a

FaX2+b(t) = P(G,XQ +b< t)

:P(X2<t_b)

a
t—b

:FX2 ()
a

La fonction F,x,+p est alors continue sur R et de classe C! sauf peut-étre en b.

aXo + b est donc une variable a densité, et sa densité est bien donnée par la fonction proposée.

Il suffit d’utiliser le lemme de coalition.



2. (a) On a donc pour tout x € R,

400

fr@) = [ fao - Ofuxsslt)dt
— 00

Le produit des deux fonctions est non nul pour z — ¢t > 0 et t > b, i.e. t compris entre b et = ; ceci

n’est possible que si z > b.

On a donc directement Vo < b, fr(z) =0.

Six > b, on a alors

v A
fr(z) = / Ae @D Z =2 (t=b) gy
b a

2 T
:)\767,\1»65)\/ e M(E-1) gy
a b

_ % (e—x(m—w _ e—%(r—b))
—a

(b) Les valeurs a = % et b= 0 conviennent clairement.

On note ensuite que si Zo et T ont la méme loi, elles sont méme espérance et variance, et donc

3 *1+a+beti*1+a2
22 A 422 A2

On en déduit alors que nécessairement, a = % et b =0, ce qui démontre I'unicité.

3. (a) Par linéarité, on a E(T,) = > 7%, et par indépendance, V(T},) = Y 5.
k=1

La série harmonique étant divergente, la suite (E(T})) diverge, et la série Y -1 étant convergente,
la suite (V(T,)) converge.

(b) On note que par la question Cla, la variable %X i admet pour densité

Aee Mt sit >0

f%X’“ (t) = { 0 sinon

Montrons ensuite par récurrence que 7}, a bien la densité donnée.

e On a T} = X4, et donc bien le résultat voulu.

o Supposons que 7, admet la densité proposée. Alors T}, et p—ilXpH sont indépendantes par
lemme de coalition, et donc T},41 admet bien une densité.
Il est clair que cette densité est nulle sur R_, les X}, étant des variables positives.
Par produit de convolution, on a alors

+oo
fra@ = [ o= 0 0
= / A(p + 1)e A PFIE=D)peN (1 = e )P gy
0
=pp+ 1))\264‘(”“)"”/ M (e’\t - 1)p71 dt
0

=Ap+1)e ™ (1- e*/\z)p

On a donc bien la densité voulue.

Finalement, par récurrence, on a le résultat cherché.



