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Calcul d’une espérance de vie

1. Les solutions de ’équation sont de la forme t — Ke~ % avec K € R fixé.
Pour avoir z(0) = zp, il faut avoir K = 2.

Finalement, I'unique solution du probléme de Cauchy est z: t — zge ™.

2. (a) On a donc pour tout t € Ry

F(t) correspond donc au taux de variation de la population au temps t.

(b) On reconnait que F' est la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parameétre a.
Ainsi, 'espérance de vie de la cohorte vaut é

3. (a) La quantité z(t) — z(t + A;) correspond au nombre de morts entre les temps ¢ et ¢ + A;.
(b) La quantité proposée représente le temps de vie moyen.

(¢) On a .
/O Lt = ()5 = 20

Soit ensuite A € Ry. On a, les fonctions ¢ +— ¢ et z étant de classe C!,
A 4y A
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Finalement, le rapport vaut +.
«
Le parameétre « est homogene a 'inverse d’un temps. Ainsi, é est homogene a un temps, et on a
vu en 2b qu’il pouvait étre vu comme 'espérance de vie de la cohorte.
En ne connaissant que le nombre de déces, on peut alors choisir A; = 1 an, et calculer £a, pour
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approximer —.

Modeéle de Bernoulli

1. (a) Le taux de mortalité hors variole n’est pas constant dans le temps; il peut varier avec les saisons,
les récoltes, les autres épidémies, etc..

(b) On a
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qui correspond a la variation du nombre de morts (toutes causes confondues) a Uinstant ¢.
¢S(t) correspond au nombre de morts de la variole a l'instant ¢.

On a alors
(G4 e8()) =~ (~aldR() - a)S()
z\at "¢ A “
= a(t)
(c) On a % = —a(t)z(t), a représentant le taux de mortalité au temps ¢. Par la question précédente,
on retrouve bien I'équation (4).
(a) On a donc pour tout ¢
dg _ SS() —a()§
dt S(t)?
_ bS()? — a(t)R(t)S(t) + a(t)R(t)S(t) + bR(t)S(t) + cR(t)S(t)
- S(t)?
_ R(t)
=b+ (b—i—c)S(t)
_ z(t) = S(t)
=b+(b+c) S0)

=—c+ (b+c)q(t)

(b) On a une équation différentielle du premier ordre & coefficients constants, et on trouve directement

c c 1 7 ¢
VEZ0, qt) = (1— —— e OFat o~ — — 4 _¢5,
- a(t) ( b+0)e thre s

(a) On trouve

arr _ G
dt 2(t)
(0)
_ La(t) — 2(t) %
2(t)x(t)
(92 1 eS(t)) 2(t) — 2(t) 49

— ldt par 2.2.c

Par 2.2.b, on retrouve bien le résultat demandé.

(b) En intégrant 'égalité (7) entre 0 et ¢, on obtient

I(G(t)) — In(G(0) = (zit
(t

e (z )
In - | = —
1+ Tes x(t

On en déduit alors la relation demandée.
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. On a donc y = vz, avec v = %.

. On peut appliquer la méme méthode que dans la partie 1, en remplagant z par y. On a alors
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et le calcul de cette quantité donne donc une approximation de I'espérance de vie de cette cohorte fictive.



Estimation de la fonction a

On propose le code suivant :

L #1la
> def

s #1b
) def

5 #1d

extraction_ch():
data = open("data.txt", "r"
1 = [data.readline(),data.readline ()]
data.close ()
return 1
ch_vers_list (ch):
L = [] #on ajoutera dans L tous les nombres
n = len(ch)
sh = "" #sh sert a stocker dans une chaine les suites de caracteres
entre
# deux espaces (ou entre le debut et un espace, ou un espace et la fin)
for k in range(0, n):
if ch[k] != " ":
sh = sh + chl[k]
else:
L.append(float (sh)) #des qu’on rencontre un espace, on ajoute
le
# nombre correspondant a la liste
sh = ""
L.append(float(sh)) #on ajoute le dernier nombre
return L
division(11,12):
n = len(1l1)
if n != len(12):
return False
else:
13 = [1
for k in range(n):
13.append(11[k]/12[k])
return 13

w 11,12 = extraction_ch ()

s7 11
55 12

ch_vers_list (11)
ch_vers_list (12)

» Lnorm = division(11,12)

1 #2a

i

i3 On cherche ici a trouver la droite de regression lineaire entre les valeurs

de t et les valeurs de 1t

w #2aii

.+ En minimisant M, on cherche a interpoler les points avec une fonction
exponentielle, en minimisant les distances entre les points et la courbe



On choisit plutot une exponentielle au vu de la decroissance rapide en O

55 #2b

55 Pour gamma, il suffit de regarder la limite de la fonction.
Pour lambda, on regarde 1’ordonnee a 1l’origine a laquelle on retire gammaO.

On peut alors prendre

gammaO = 0.01
lambda0 = 0.27

, #2cC

5 Cette fonction calcule, en

from math import exp
def M_mu (mu) :
lamb = lambdaO
am gammaO

H W 0g
H o

[o)
= s + (LnormI[k]
return s

fonction de mu,

0
k in range(0,len(Lnorm)):
s - lambxexp (-mu*k)-gam) **2

return argmin2(f,argminxy,z)

#3Db
oo def minimum(f,A,B,eps):
g = A
d =B

la quantite M(lambdaO ,mu, gammaO)

#2d
On cherche la valeur de mu minimisant la quantite M ; on voit graphiquement
qu’on peut choisir mu 0.75.
nnn
#3a
» def argmin2(f,x,y):
if £(x) <= f(y):
return x
RILEE §
return y
def argmin3(f,x,y,z):
argminxy = argmin2(f,x,y)

while d-g > eps: #si 1l’intervalle est plus large que eps, on continue
#calcul de x"g et x7d

xg = g + (d-g)/3
xd = d - (d-g)/3
#calcul de g et d

# on applique 1l’algo donne

if f(xg) < f(xd):



d = xd
elif f(xg) > f(xd):
g = xg
else:
g,d = xg,xd
return argmin3(g,d,(g+d)/2)

) #4a

def test_croissant(L):
for k in range(len(L)-1):
if L[k] > L[k+1]: #si deux elements ne sont pas dans le bon ordre
return False #la liste n’est pas triee
return True #sinon, c’est que la liste est triee

: #4b

» On pourrait creer une liste des valeurs prises par M_mu sur l’intervalle

considere, avec un pas de 0.01 par exemple, puis tester la croissance de

cette liste.
nnn

, #4c
3 #I1 suffit de lancer 1l’instruction

minimum (M_mu,0,2,0.01)

#4d

On trouve une valeur proche de celle trouvee graphiquement.

0 La valeur de M en muO etant tres proche de 0, le modele exponentiel est

donc tres bon ; l’hypothese de constance de a est donc tres erronee.

Modeéle individu-centré

1
1. Onadonc Zy = | 0 |. Par la formule des probabilités totales appliquée au systeme complet d’événements
0

[Xo = 5],[Xo = R],[Xo=DJ],ona

P(X1 = S) = P[ons](Xl = S)P(XO = S)+P[X0:R](X1 = S)P(XO = R)+P[X0:D](X1 = S)P(Xo = D) = 1—(a—|—b—|—c)

De la méme fagon, on trouve
PXy=R)=betP(Xy=D)=a+c.

1-(a+b+¢)
Finalement, Z; = b
a+c

2. (a) En utilisant le méme raisonnement que dans la question précédente, on obtient facilement que pour
tout n, Z, 11 = QZ,.
Ainsi, par une rapide récurrence, on a bien Z,, = Q™ Zy pour tout n.
(b) La matrice @ est triangulaire, et donc ses valeurs propres sont 1 — (a +b+¢), 1 —a et 1.
On pose alors \;y = 1 — (a+ b+ ¢) et A\a = 1 — a. Les trois paramétres a, b et ¢ étant supposés
strictement positifs (7), on a bien A\; < Ay < 1.
De plus, on suppose ( 7) que la probabilité de rester sain est non nulle, et donc que 1—(a+b+c) > 0.



—-b—c 0 0
Une résolution de systemes permet de trouver les vecteurs propres b , 1 et |0
c -1 1

respectivement associés a Ay, Ao et 1.

La matrice Q admet trois valeurs propres distinctes, en dimension 3, et donc est diagonalisable.

—b—c 0 0
En posant P la matrice P = b 1 0], on a bien la relation demandée.
c -1 1
Apres calculs, on trouve que
—1
o1 (1 0 O
Pl=—|bt< 1 -1
2 |\ bte
1 1 1
Une rapide récurrence montre que pour tout n,
A0 0
QU=P| 0 X 0|P
0 0 1

et on retrouve le résultat demandé en utilisant la question 4.2.a.
On a A1, A2 €]0,1[ et donc les suites (A}) et (A}) tendent toutes les deux vers 0.
Ainsi,

limP(X, = S) =0, imP(X, = R) =0 et P(X, = D) = 1.

Au bout d’un temps tres long, 'individu considéré finira par mourir, de la variole ou non.

On note que pour tout n
Ay = (X = SJU[Xn = R)N[Xny1 = D] = ([Xn = 5] N [Xnq1 = D)U([Xn = RN [Xy41 = DJ).
On a donc, par incompatibilité

P(A,) =P([X, = S| N[Xpny1 = D]) + P([X,, = BN [Xpy1 = D)
- P[X":s] (Xn+1 = D)P(Xn == S) + P[Xn:R] (Xn+1 == D)P(Xn - R)

_bA'I’L bAn
=(a+c)\T + ag

b+c
_clat+b+c).,  ab .
= ohe T hre”

On reconnalt une série géométrique dérivée dont la raison est dans | — 1, 1], donc elle converge, vers
la valeur donnée.

On note que pour tout n, on a [T = n] = A,. Ainsi, la série nP(A4,) étant convergente par la
question précédente, la variable T' admet une espérance, et

E(T) =) nP(A,) = m

On trouve alors £ = 27,125, ce qui est proche du résultat réel.
L’hypothese est donc ici cohérente.



